CAPITOLO DECIMO

LA MODULAZIONE DI FREQUENZA
E LA MODULAZIONE DI FASE

1. Generalita

Nella modulazione di frequenza 'ampiezza del segnale modulato ¢ mantenuta
costante, mentre la frequenza istantanea varia, rispetto al valore in assenza di
modulazione, proporzionalmente al valore istantaneo del segnale modulante e la
rapidita con cui avviene tale variazione é determinata dalla rapidita della legge di
variazione nel tempo del segnale modulante stesso. Supponiamo, ad esempio, che un
segnale di 100 MHz venga modulato in frequenza con un segnale modulante sinusoidale
di frequenza 1000 Hz; con una certa ampiezza del segnale modulante, la frequenza del
segnale modulato pu¢ variare, supponiamo, di 100000 Hz in piu e in meno rispetto al
valore di 100 MHz che si ha in assenza di modulazione; la frequenza istantanea varia,
cio¢, con legge sinusoidale assumendo tutti i valori compresi fra i limiti estremi 99,9
MHz+100,1 MHz e tale variazione si ripete ad un «ritmo» di 1000 volte al secondo.

Si € gia dimostrato nel capitolo III che I'espressione del valore istantaneo v(t) del
segnale modulato in frequenza con un segnale modulante di valore istantaneo v, (t) e di
forma qualunque é:

v(t) = ¥, cos I:wut+KIJ'

0

v, (1) dt] (1)

in cui ¥, € 'ampiezza del segnale che non viene alterata nel processo di modulazione di
frequenza, @, ¢ la pulsazione del segnale in assenza di modulazione e K ; ¢ una costante
di proporzionalita caratteristica del dlsposuwo che effettua la modulazmne La
pulsazione istantanea del segnale modulato é:

@ (t) = o + K v, (8) 2)

Il segnale modulato in frequenza v(t) si puo anche esprimere mediante un numero
complessivo ¥ in modo che sia: v(t)= parte reale di V.
Esprimendo il numero complesso ¥ nella forma esponenziale, la sua espressione é:

V = Vellotd . poot . piKsf et

Si puo, infatti, constatare che la parte reale di questa espressione & data dalla (1).
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2. Composizione dello spettro di frequenze di un segnale modulato in
frequenza con modulazione sinusoidale

Per esaminare la composizione dello spettro di frequenze di un segnale modulato in
frequenza con segnale modulante sinusoidale occorre espandere I’espressione (6) che,
facendo uso della nota relazione trigonometrica:

cos (x + y) =cos x-cos y —sin x'sin y
si pud scrivere nella seguente forma:
v(t) = ¥, cos (msin w,,t) * cos wut — V, sin (msin w,,t) - sin @yt (7
[ termini: s
cos (m sin w,,t) e sin (m sin w,t)

possono essere espressi mediante uno sviluppo in serie di funzioni speciali, dette funzioni
di Bessel di prima specie; si ha:

cos (m sin w,t) =Jo(m) +2J,(m) cos 2w,,t + 2J 4 (m) cos 4w, t +
- +2J(m) cos 6yt + ... 8)
sin (m sin @,,t) =2J, (m) sin w,t+ 2J5(m) sin 3w,t +
+2J5(m) sin Sw,t+2J,(m) sin 7w,t+ ... 9
in cui Jo (m), J (m), J,(m), J5(m), ..., J,(m), ... sono rispettivamente le funzioni di Bessel
di ordine O, 1, 2, 3, .., n, ... della variabile indipendente (argomento) m= ﬂ,

rappresentate graficamente in funzione di m nella figura 2.
Sostituendo gli sviluppi (8) e (9) nell’espressione (7) e facendo uso delle due seguenti
relazioni trigonometriche:

x - 1 1
sin x-sin y = - cos {.r—-»y)—-i- cos (x + )

1 1
COS X*COS y=?cos (x-y]+r2-cos (x+y)

espressione di v(f) diventa infine:
v(t) =Jo(m) ¥, cos wot —J, (m) Vy cos (we — w,) t + J, (m) ¥, cos (wo + w,)t +
+J2(m) V; cos (wg —2w,,) t + J,(m) V; cos (wp + 2m,)t +
—J3(m) ¥, cos (wo — 3 w,)t + J3(m) V, cos (wo + 3w,)t +

Il primo termine dello sviluppo di v(t) rappresenta la portante e gli altri termini, in
numero infinito, sono le «componenti laterali» le cui frequenze differiscono in pit e in
meno da quella portante di multipli interi della frequenza modulante. Le ampiezze delle
componenti, compresa la portante, dipendono dal valore dell'indice di modulazione m e
sono date dal prodotto dell’ampiezza ¥, della portante non modulata per la corrispon-
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ne. Si osserva che i valori di J,(10) diminuiscono rapidamente verso lo zero per n
maggiore di 10, ma hanno ancora valore apprezzabile fino a n=14; lo spettro si
compone quindi, in pratica, di 2-14=28 righe oltre alla riga della portante (14 righe
laterali da ambo i lati della riga della portante). La distanza fra le righe ¢ uguale alla
frequenza modulante f,, che, nell’esempio considerato, ¢ di 7,5 kHz.

Teoricamente la larghezza dello spettro di un segnale modulato in frequenza é
infinita, ma in pratica da un certo valore di n in poi I'ampiezza delle componenti diventa
talmente piccola da potere, senza apprezzabile alterazione del segnale modulato,
tralasciare tutte queste componenti. Nell’'esempio fatto, lo spettro del segnale modulato
occupa una larghezza di banda di 2-14-7,5=210 kHz.

Come altro esempio, in figura 4 sono rappresentati i valori di J,(m) nel caso di m
=25 ed il corrispondente spettro delle ampiezze supponendo f,=4 kHz e quindi un
valore di A f uguale a 25-4=100 kHz.

In figura 5(a) e (b) sono riportate due serie di spettri; la serie in (a) € ottenuta
fissando il valore della frequenza f,, del segnale modulante ¢ dando a quest’ultimo
diversi valori dell’ampiezza; la serie di spettri in (b) ¢ ottenuta, invece, mantenendo
costante 'ampiezza del segnale modulante con diversi valori della frequenza f,. Negli
spettri in (a) la distanza fra le righe, uguale a f,, ¢ costante mentre € diversa, per
ciascuno spettro, la massima deviazione di frequenza A f che subisce il .segnale
modulato: A f=m- f,; si osserva chiaramente 'aumento del numero delle righe laterali
all’aumentare dell’indice m. Negli spettri in (b) la deviazione massima di frequenza A f
che subisce il segnale modulato ¢ costante, mentre € diversa per ciascuno spettro la
distanza fra le righe essendo diversa f,; si osserva che la larghezza di banda totale
richiesta per includere tutte le righe laterali significative (cio¢ di ampiezza apprezzabile)
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Fig. 4. - (a) Valori delle funzioni di Bessel per m=25; (b) spettro del segnale modulato con deviazione
A f=100 kHz.
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Fig. 5. - Spettri del segnale modulato in frequenza: in (a), con frequenza modulante costante, ma per diversi
valori dell’'ampiezza del segnale modulante; in (b), con ampiezza del segnale modulante costante, ma con

diversi valori della sua frequenza,

diminuisce alquanto con I'aumentare dell’indice m. Si osserva, inoltre, che, eccetto per
valori di m piccoli, quasi tutte le righe significative dello spettro sono contenute entro un

intervallo uguale a 2A f.
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Fig. 7. - Segnale modulante composto da due componenti sinusoidali e spettro corrispondente del segnale
modulato in frequenza.

Quando il segnale modulante ¢ di forma qualsiasi, il numero di componenti
addizionali presenti nel segnale modulato cresce enormemente; ad esempio, se il segnale
modulante é:

U (£) = Vg €COS @yt + V5 COS Wpyal + V3 COS @5t

le cnrﬁpunenti del segnale modulato hanno frequenze date dall’espressione:

Jotpfor £ Afma £ fma

In cui p, g e r assumono tutti 1 possibili valori interi. Tuttavia, I'’enorme aumento delle
righe laterali dello spettro non comporta un apprezzabile allargamento della banda di
frequenze occupata dal segnale modulato. L’indice di modulazione effettivo relativo a
ciascuna componente del segnale modulante subisce, infatti, in generale, una riduzione
se la modulazione totale & suddivisa fra pii componenti modulanti. In realta, se la
massima deviazione di frequenza prodotta da un segnale modulante di forma complessa
¢ fissata, I'energia del segnale modulato resta tutt’al piu concentrata in una banda piu
stretta di quella che si avrebbe con modulazione sinusoidale, a paritd di deviazione di
frequenza. La larghezza di banda richiesta per una trasmissione a modulazione di
frequenza puo essere approssimativamente calcolata con la relazione di Carson:

B=2(Af + fomax)
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t=10
¢ t = Ta/2
1= Tm
{ = Tufd / t = (3/4) Ta

0(t) = m sin @t To = 25/w. = 1/f,,
0. =m radianti
m=07 0., =40°06

Fig. 8. - Rappresentazione vettoriale di un segnale modulato in frequenza.

numero teoricamente infinito di vettori, come risulta dallo sviluppo del segnale
modulato in frequenza che si pud scrivere nella seguente maniera:

v(t) = Jo(m) V, cos wot —2J,(m) V, sin @,,t-sin wyt +
+2J,(m) Vy cos 2@,,t*cos wot —2J 4 (m) ¥, sin 3 w,t-sin wot +
+2J4(m) V, cos 4w,t-cos wot + ...

Il primo termine dello sviluppo € la portante in presenza di modulazione € puo
essere rappresentato su un piano ruotante con velocita angolare @, mediante un vettore
verticale la cui lunghezza é costante durante il ciclo di modulazione e uguale a J, (m) V,.
Il secondo termine ¢é rappresentato, sempre sullo stesso piano ruotante, da un vettore la
cui lunghezza pulsa al ritmo della modulazione e, in un istante qualsiasi del ciclo del
segnale modulante, ¢ uguale a 2J, (m) V,sin w,t; tale vettore di lunghezza variabile ¢,
pero, ortogonale al precedente e quindi orizzontale, poiché nel termine relativo dello
sviluppo appare sin w,t anziché cos wyt. Il terzo termine dello sviluppo é rappresentato
da un vettore verticale la cui lunghezza pulsa con una frequenza doppia di quella del
segnale modulante e con legge: 2.J,(m) V; cos 2 w,,t. Analogamente si possono rappre-
sentare i termini successivi dello sviluppo mediante vettori alternativamente orizzontali
¢ verticali le cui lunghezze variano con frequenze uguali a multipli interi della frequenza
del segnale modulante durante un ciclo di quest’ultimo.

Durante il ciclo di modulazione, la poligonale dei vettori si deforma poiché i
vettori, eccettuato il primo di lunghezza fissa J (m) V;, variano nella loro lunghezza che,
in alcuni istanti, diventa nulla; la deformazione della poligonale &, pero, tale da dar
luogo, istante per istante, ad un vettore risultante (vettore modulato) che conserva
inalterata la sua lunghezza, pur oscillando intorno al vettore non modulato di lunghezza
V.
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Vo Cos w,t
&4 Modulatore di fase =

f= fu +£V—(t]
2x

Va (1) Circuito af‘ va () dt
o integratore .

Fig. 10. - Modulazione di frequenza dalla modulazione di fase.

¢ un segnale modulato in frequenza con il segnale modulante v, (f) vero e proprio.

Avendo, quindi, a disposizione un dispositivo modulatore di fase, si puo ottenere la
modulazione di frequenza applicando il segnale modulante non direttamente all’ingres-
so del modulatore, ma attraverso un circuito integratore che ne faccia I'integrale nel
tempo; il segnale ottenuto all’uscita dell’integratore viene utilizzato per modulare in fase
I'oscillazione a radiofrequenza e il segnale modulato che ne risulta ¢ un segnale
modulato in frequenza dal vero e proprio segnale modulante. In figura 10 ¢
rappresentato schematicamente il metodo per ottenere la modulazione di frequenza
tramite una modulazione di fase.

Un semplicissimo esempio di circuito integratore & riportato in figura 11. E
necessario che anche per le frequenze modulanti piu basse la reattanza capacitiva del
condensatore sia molto piccola e, quindi, trascurabile rispetto al valore della resistenza
R. In tale ipotesi si puo ritenere, allora, che la corrente i(t) nel circuito in figura 11 sia
uguale a v;(t)/R. La tensione di uscita v,(t) ai capi del condensatore C ¢ percio:

v,(t) = é—'[:i(t]drr- -LJ“ Eﬂ!ﬂdr

Clo R
cioé;
I [}
v, (f) = _R_(:,'- . U‘{E] dt
La costante a che appare nella (14) ¢, percio, uguale a 1/RC per il circuito di figura
11.
R
T MA—2
vi(t ) e w(t
L - l
1
= «R

Fig. 11. - Rete integratrice.









