Modulo 9
| sistemi lineari

UD. 1
La trasformata di Laplace

9.1.1 Introduzione

Lo studio del comportamento di un sistema nel dominio del tempo e
nel dominio della frequenza richiede la conoscenza dei numeri complessi,
delle funzioni di variabile complessa e dei metodi di soluzione dslle
equazioni differenziali. Per consentire al lettore di comprendere alcuni degli
argomenti trattati in questo testo, si ritiene opportuno richiamare le ope-
razioni fondamentali che possono essere eseguite con i numeri complessi,
esaminare alcuni concetti elementari relativi alle funzioni di variabile com-
plessa e formalizzare le proprieta fondamentali della trastormata di Laplace.
La trattazione di tali argomenti non & certamente esaustiva, ma ha lo SCOPO
di fornire al lettore alcune conoscenze di base perché egli possa applicare
con sicurezza e padronanza i metodi di calcolo che frequentemente
ricorrono nella teoria dei sistemi.

9.1.2 Proprieta e teoremi della trasformata di Laplace

* La trasformata di Laplace della derivata prima di una funzione At)
& uguale alla differenza tra il prodotto s - F(s), ottenuto moltiplicando la
trasformata di Laplace delia funzione £t} e la variabile complessa s,
e il valore f(0) assunto dalla funzione At} allistante t=0:

LF;L:)} =s-L[f(t)] -0} =sF(s)-£(0)
e se f(0)=0 si ha:
L{d—;(t—q] =5 F(s)

Determinare il circuito equivalente del sistema rappresentato in figura 9.1.1 _
nellipotesi che allistante 1=0 sia 40) =/,
Il modello matematico del sistema di figura 9.1.1 &:
di(t)
vity} =L —+~
(t)=t—,
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f

Fig. 915

Considerando la condizione iniziale e applicando la proprieta della trasformata
della derivata si ha:

Vs)=L-s-Ks)—L-1ly (9.1.1]

La [9.1.1] pud essere rappresentata con il circuito di figura 9.1.2.

* La trasformata di Laplace dell’integraie di una funzione f{t) & uguale
alla somma oftenuta addizionando la trasformata di Laplace della

o).

s

funzione f(t) divisa la variabile complessa s e il termine

F(0)
s

1
LILF(t)-dt|=—-F(s}+

[J#(t)-t]=—-F(s)
dove £~'(0) = J' f(t): err—o & il valore della primitiva in corrispondenza di t= 0.

Se f7'(0) =0, la trasformata di Laplace dellintegrale € uguale a 1-F(s).
s

Determinare il circuito equivalente del sistema rappresentato nella figura 9.1.3
nellipotesi che allistante =0 sia v{0) = V.

Il modello matematico del circuito di figura 8.1.3 &:

v(t):% i(t)-dt [9.1.2)

Tenendo presente la condizione iniziale e applicando la proprieta della trasfor-
mata di Laplace dell'integrale si ha:

V(s)=——-i(s)+ Ve

= < [9.1.3]

La [9.1.3] & rappresentata con il circuito di figura 9.1.4.

f(t-T)pert>T
Opert<T

La trastormata di una funzione f(t)= { traslata di un

intervalio 7 (fig. 9.1.5), & uguale al Prodomo della trasformata di Laplace
della funzione f(t) e del termine ¢’ "5

Lt~ T =LIAD]- e 5= T 5. Fs)
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U.D.1 La trasformata di Laplace

Calcolare la trasformata di Laplace del segnale rappresentato in figura 9.1.6.

j(f) 4

b

Fig. 9.1.7

Per le sue caratteristiche il segnale di figura 9.1.6 pud essere rappresentato con
quello di figura 9.1.7 perché & costituito:

* da una rampa f(t) che ha origine all'istante
m, =0,25;

= da una rampa f,{{~4) che ha origine allistante {=4 s e coefficionte angolare
My =— 0,25

t=0s e coefficiente angolare

Applicando il teorema della traslazions si ha:

L] = LA + LK(t - 4))

1 e*s
F(s)=0.25- o 0,25 pe;
025 "
F(s)_—sz-~(1-e 5)

La trasformata del prodotto ottenuto moltiplicando le funzioni e*d !
e f(t) con a costante, & uguale a

ol _|F(s-a)pera>0
L[e ‘ 'f{t)]_{F(s+a) pera<0

9.1.3 Antitrasformata di Laplace di una funzione F (s) con
poli reali muitipli

La trasformata di Laplace, come gia dette, semplifica la tisoluzione di
problemi reali perché riconduce le equazioni integro-differenziali a equazioni
algebriche che permettono di trovare facilmente la soluzione di un problema
nel dominio della variabile complessa s. Si ricorda che da tale soluzione
si ottiene poi la risposta nel dominio del tempo con l'operazione di
antitrasformazione:

L[F(s)] = K1)
dove L' & l'operatore di antitrasformazione di Laplace.
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Modulo 9

Una funzione F(s} che presenta un polo di ordine r 0 molteplicita r
rispetio al numero n di poli complessivi pud essere generalizzata nella
seguente forma:

- N(s)
(s~ p1)-(8-P2)-(s-p1) -(5-Pa)

F(s) (9.1.4]

dove py, p» ... P, Sono poli semplici € p; & un pole con molteplicita r.
Sviluppando la [8.1.4] nella somma di frazioni parziali si ha:

Cr

4 Cr ap
— — —ells 5 e i
S-py S-pP2 S—p3 (s—p;) (s-p;) Pi Pn

| coefficienti &y, a,, ... @5 &, si calcolano applicando if procedimento
esaminato precedentemente, mentre i coefficienti ¢,, ¢,_{, ... ¢; sono
uguali a

¢, = im (s—p;) -F(s)

S=p;

. d
cea= i (s ) -F(s)

SO

1 . .
Cr2 ZE'S*'_,";’_Q[S—P;) -F(s)
1 dr—1 r
Cy= = lim (s-pi) F(s)

[f— 1)! sop; ds’_'

Dopo aver calcolato tutti i coefficienti, il procedimento di antitrasforma-
zione per ottenere la funzione f(t) & analogo a quello precedentemente
esaminato.

_ Calcolare I'antitrasformata di Laplace della funzione:

(s+4)
F(s}=——F——— 915
(=) (s+9)°-(s+3) (]
La funzione F(s) presenta uno zero reale e negative z; =~4, un polo doppio
reale e negativo p;=m =-1, un polo reale e negativo p; =—3.
Sviluppando la [9.1.5] in frazioni parziali si ha:

c c a
Fis)= (s+21)2 x (5.11) ¥ (s+3) [9.1.6]
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U.D.1 La trasformata di Laplace

{ residui ¢, ¢; e ay sono uguali a

(s+4)

¢y = lim s+ — 52— =+15
2 1( ) {s+1)2-(s+3)
4
¢, = lim i(s+1)2 (2+4) mi(s+ )

s »-1ds '(5.‘.1)2.(54, 3) " sa-1ds {s+3)

¢y = lim — +4):Iim {s+3)_(5+4)=—025
1 s—’1dS(S+3) s— 1 ($+3)2 v
(s+4)

a; = lim (s +3)- 025

$—--3

(s+1? {s+3)

Sostituendo i residui ¢, ¢; @ a nella [9.1.8] si ha:

_ 15 - -0,25 025
(5.4.1)2 (S+1] (S+3)

F(s) 19.1.7]

L’antitrasformata di Laplace di ambo i membri della [9.1.7] & uguaie a

|

0.25
{s+3)

|

0,25
5+3)

1.5 + -0,25 2 0,25
(s+1)7 (s+1) (s+3)

JaIe|
}L[ Rat

f1)=15-1-e1-025-¢"+0,25. 2"

L[F(s)]= L“{

= L“{
{

L[Fis)}= L‘{

15
s+1

-0,25
(s+1)

15
(s +1)

-0,25
{s+1)

|
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Tab. 9.1.1 Trasformata di Laplace delle funzioni piu note.

N°® Trasformata di Laplace Funzione del tempo
F(s) f(t)
1 1 &1)
2 A 1
s
3 = a
s
1
4 3_2 t
K
5 o k-t
8 = gt
s+a
b
7 boa!
s+a
1 1 _‘n—1
8 Py (n-1)
1 1 n-1 -at
— A tg
? (s+a)" (n-
1 . y
-al
L s-{s+a) Z'{.1_e : )
b b -at
ke s-(s+a) —5-[1~e )
1
1 =
T S 1—-g ¢
12 s-{1+1-5) [ ]
a -
TUNE . SN a-jl-e r
L s-(1+15) lk
1 1 -at -bt
L (s+a)-(s+b) b-a [e o )
- S c —al _ bt
13 (s+a) (s+b) b-a'(e Mgty
5 a
i R — e — pmat _a-bt
. (s+a){s+b) ab° ‘b-a°
k-s a b
17 —_— k .a-at .ot
(s+a) (s+b) [a—b 2 p }
1+ 1. 1 T ! ' !
18 (1+7-s) | Fes g B Rt gy 2
(1+14-8)-(1+75-5) Tis=<ta T T2
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U.D.1 La trasformata di Laplace

(continua Tab. 9.1.1 )

N* Trasformata di Laplace Funzione del tempo
F(s) f{t)
19 £ senw- ¢t
% +w? :
s
20 cos w-t
52 + w?
21 e 1—cosw-t
s (32 + a)z)
@
22 - 5 e?l.senew-t
{s+a) +0?
s+a
23 e e®'.cosw t
(s+a)” +o
Tab. 9.4.2
Componente Modelle matematico Modello equivalente Trastormata di Laplace

del componente

del modeilo matematico

C

iy
vt}

-——————————

1)

i(t)

vit)=R-i(t)

¥is)

Vis)

e

V(s)= R is)

Vis) =518
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Modulo 9

(continua Tab. 9.1.1 )

Componente Modello matematico Modello equivalente Trasformata di Laplace
del componente del modello matematico
o & 4
G Cx e
o i LI 1
it v(t)=— [i(t)-dt ) Vs) = =— - (s) + 72
C C-s s
v(t) Vis)
w0) =V,
¥4 Ls
—_— r—.
"y di 1)
vi =Lt V(s)=L-5-1(s)
i) vl
{0)=0
L
—
ift) di
)=t V(sh=L-s-1{s)~L-
vy
i{0) = 4y
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ESERCIZI SVOLTI

Esercizio 1

Calcolare I'antitrasformata di Laplace della funzione

(8-5+5) [9.1.8]
F(s) =
#) (52 +2-5+5)

5
La funzione F(s) presenta uno zero reale e negativo 2y = ~3 due
poli complessi coniugati p;=—1+j-2e p,=—1-j.2.
Fattorizzando il polinomio al denominatore e sviluppando la [9.1.8] in
frazioni parziali si ha:

o al a |
o T T ks

| residui a; e a, sono uguali a

'§+5
a= lm (s+1-j.2). Gt O
so-1rj2 (s+1-j-2)-(s+1+-2) b
b A :
a=al=+15+j-0,5 R
Sostituendo i residui a; e a, nella [9.1.9] si ha: PL¥
15-j.05 15+j.05 PR T
Fls) < i [9.1.10] ; B
(s) (s+1-j-2) (s+1+j-2) BAFy e R
O S
L'antitrasformata di Laplace di ambo i membri dslla [9.1.10] &: sy S
E 4| 15-7-05  15+j.05 _
LF(s)]=L" + e :
el [{S+1—j-2) (snu-zJ A [TRTE R
i 4t 15405 1| 15+j-05 ol P
tF(s)] =L - Bl
[F(s)] [(s+1—j~2)} {(s+1+j-2) :
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f(ty=(1,5—4-0,8)- e 1214 (15 +j.05). g1 +/ 21

fity=e'-[1,6- (%2 'eo~ 12 t)—j.05. ("2 '~ g=/2T))

Ricordando le formule di Eulero si ha:

fity=e". [3.cos(2 - 1) + sen(2 - t)]

Esercizio 2

Calcolare l'antitrasformata di Laplace della funzione

5-(s+1)
(s+3)-(s*+4-5+8)

Fls)= [9.1.11)

La funzione F(s) presenta unc zero reale e negative z; =-1, un polo
reale e negative p, =—3, e due poli complessi coniugati FP,=-2+j.2
e ps ==2 —j - 2.

Fattorizzando il polincmio al denominatore e sviluppando la [8.1.11] in
frazioni parziali si ha:.

2y as as

F(s)=
(s) s+3+(s+2—j-2)+(s+2+j.2) [9.1.12]
| residui &y, a, a3 sono uguali a
: 5- 1
a, = lim (s +3)- (s+ ) —= 2
55-3 (s+3}(s+2-j-2)-(s+2+/-2)
- . 5-(s+1) ,
a= |lm (s+2-j.2) : =1-j.075
T 2-*;’-2( i-2) (5+3)(s+2~j.2)-(s+2+/.2) !
ay=aj=1+;-075
Sostituendo i residui ay, @, aynella [2.1.12] si ha:
-2 1-7-0,75 1+4-0,75
Fls)= ! . (9.1.13]

= + +

g+8 [s+2=J2)  (s42+12)
L’antitrasformata di Laplace di ambo i membri della [9.1.13] & uguale a
2 14075  14j-075 (9.1.14]

=4 LN B |
L{F(s)]=L s+3+(s+2*f'2)+(5+2+f'2)
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U.D.1 Esercizi svolti

Tenendo presenie che & B ' fs o sl
AL 1-j.075=125. ¢ %687 RE .
A oa 14.075=1,25.¢/ %87 > H 7 ¥
dalla [9.1.14] si ricava - £
. _ _ a—i 3687 /3687 o
L_1[F(S)] s ._...:2,_._+ 125-¢e : - 125 e : A
s+3 (s+2-j-2) (s+2+-2) g W R
(¢ [z
Ht)=—2.0314125. ¢ 21.[ef @ 1-3687) o (2-1-3687") R
S
k. :I,A'““([‘-,;Il £

fity=—2-e7%'+25.-¢%"".cos (2-1-36,87°

Esercizio 3
et

Calcolare l'antitrasformata di Laplace della funzione
1

si({g+3):{s+1’

F(s)=

La funzione F{s), gia data in forma fattorizzata, presenta due poli reali
semplici p; =0 p, =—3, e un polo ps=—1 reale con molteplicita r= 3 (polc

triplo).
Sviluppando la funzione F{(s) nella somma di frazioni si ha:
. a a c c o
F$)=—té 24 —3 o0 2 f L. 9.1.15
(s) s s+3 (s+1) (s+1)° s+1 [ ]
| coefficienti sono uguali a
; 1 1
a=lims ————=—
s=0 5. (s+)-(s+1)° 8
= lim (s+3) 1 -~ g
558 s(s+3)(s+1)° 24
c3 = lim s+1) ) ,3:—1
s—>-1 s-{s+3)-(s+1) 2
—{2:-s+3
Cg=|im£(5+1)3- L — [= lim _‘?L..-.....__)?;_J_
sS=hdR s-(s+3)-(s+1)° | s>-18%-(s+3) 4
S ae i
¢ = lim d— (s+1)°. LI o l=
215>-1ds? s-(s+3)- (5% %]

_1 . |25 (s+8)+2-(2-5+3)
m
s° -(s+3)3
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Meoduio ¢

i 2-5-(s+3)+2.(2.5+3)° _l"me-{s2+3As+3)__§
1_215«»-1 53.(5.}.3}3 T 21 s 83'(S+3)3 8

Sostituendo i coefficienti &, a,, ¢;, ¢, ¢ nella [9.1.15], si ottiene:

A 1 1 1 11 38 1 [9.1.16]
24 s+3 2 (S+1)3 4 (s+1]2 8 s+1

3
3
L'antitrasformata di Laplace di ambo i membri della [9.1.16] é&:

= 411 1 1 1 1 1 1 3 1
=t 5520578 2 5a? 4 oo 8
s+1)7 4 (s+1)° 8 s+1

L[F(s)]= % ' EE] s % | ﬁ[sl 3} )

Esercizio 4
" Calcolare la trasformata di Laplace del segnale rappresentato in figu-
11 ra9.1.8.
m Per le sue caratteristiche it segnale di figura 9.1.8 & costituito da:
| AN W * una rampa fi(t} che ha origine all'istante = 1s e coefficiente angolare
] 2 3 4 5 & 7T ¥ ¢ m1 &Y 2'5’
Fig. 9.1.8 *» una rampa #%&(¢{—-3) che ha origine all'istante t=4s e coefficiente
ol angolare m, =-2,5;

* una rampa f{t—86) che ha origine allistante t=6s e coefficiente
angolare m,=-2,5;

* una rampa f4{{—8) che ha origine allistante t=8s e coefficiente
angolare my=2,5;

Applicando il teorema della traslazione si ha:

LIAN) = LIA(O] + LRt = 3)] + Lif(t - 6)] + L{£{t - 8)]

25 s 25 s 25 g5 25 ;
Fle =g 8l g ¥ O g 89, 5% o 0
() 82 52 52 52
F(S)=»2-'§5-'( 'sﬁe'a's*e'65+e‘as)
s
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U.D.1 Esercizi svoiti

Esercizio 5

[ — s TR == TR S TR

Calcolare la trasformata di Laplace del segnale rappresentato in figu-
ra9.1.9,

g ez
Per le sue caratteristiche il segnale di figura 9.1.10 & costituito: /\
» dauna rampa f,(t) che ha origine all'istante t= 1s e coefficiente angolare ST EET I 5
m,=_3,; Fig. 9.1.9

s da una rampa (¢~ 3) che ha origine ail'istante t=3 s e coefficiente
angolare m, =-3.
* da una rampa 5(t—5) che ha origine all'istante $=5 s e coefficiente

angolare my = 5

Applicando i! teorema della traslazione si ha:

L{F(1)] = LI (8)] + L[&(t = 3)] + L[5t~ 5)]

Esercizio 6

ce=ss s s e S8 Rae——

Calcolare la trasformata di Laplace del segnale rappresentato in figura I
9.1.10.

Per le sue caratteristiche il segnale di figura 9.1.10 e costituito da: 1

un gradino f,{t} che ha origine allistante t=2 s e ampiezza 5, 3
un gradino f{t—4) che ha origine allistante t=4 s e ampiezza 5. - ]
un gradino fy(t-6) che ha origine allistante t=6 s e ampiezza 5. ™1 244 48 707
un gradino f,(f-8) che ha origine all'istante t=8 s € ampiezza —15.

$

® & o

Fig. 9.1.10
Applicando il teorema della traslazione si ha:

LIf{t)) = LIA(0)] + L(t— 4)] + L{fy(t~ 6)] + L{f,(t- 8)]

2. ; 1 8
F(S)=§-e 2s+£_e-4s+§_e—65___éle~as
s s ) s
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Unb.2

La risposta dei sistemi lineari nel dominio del tempo

9.2.1 Introduzione

Nel primo volume sono stati esaminati semplici sistemi lineari del primo
e del secondo ordine con lintento di fornire le conoscenze di base
necessarie ad affrontare le prime problematiche relative alla teoria dei
sistemi.

Per poter valutare le carafteristiche di un sistema & importante, pero,
conoscere la sua evoluzione guando esso & sottoposto alla variazione della
grandezza d'ingresso o ad una perturbazione dovuta a segnali di disturbo.
In tali condizioni il sistema subisce una evoluzione di durata limitata nel
tempo, o fase fransitoria, al termine della quale esso deve raggiungere uno
stato di regime perché la sua struttura non subisca danneggiamenti.
Sebbene nella pratica i sistemi fisici reali sono sottoposti a segnali d'ingres-
so in parte non prevedibili e non esprimibili mediante funzioni matematiche
ben definite, per valutare le caratteristiche della risposta di un sistema sono
utilizzati oltre al segnale a gradino anche il segnale a rampa, l'impulso e
la sinusoide.

In guesta unita didattica saranno ripresi e formalizzati alcuni degli
argomenti trattati nel primo volume: in particolare saranno studiati i sistemi
lineari e invarianti nel tempo del secondo ordine e quelli con «condizioni
iniziali non nulle»,

9.2.2 Sistemi del 2° ordine

| sistemi del secondo ordine, come si ricordera dagli esempi riportati
nel primo volume, sono riconoscibili perché il loro modello matematico &
un’'equazione differenziale lineare del secondo ordine o un sistema di due
equazioni differenziall del primo ordine. In questo paragrafo sara studiata

R R
o AAN - o o AN n 0
i) is)
vl p— Vauft) Vi (s) = — W fs)
€ B
Cs
L Ls
G— YL » J\) O__.—J YYTY \—-—|———O
Fig. 9.2.1 Fig. 9.2.2
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U.D.2 | a risposta dei sistemi lineari nel dominio del tempo

la risposta completa di un sistema elettricc del secondo ordine sollecitato
da un segnale a gradino. Sitenga presente che i risultati dell'analisi possono
essere estesi a qualsiasi sistema lineare del secondo ordine il quale sia
invanante nel tempe (meccanico, idraulico, termico, ecc...).

Si consideri il sistema di figura 9.2.1, gia esaminato nel primo volume,
e siano nulle le condizioni iniziali, sia cioé v.(0) =0 e i(0) = 0. Applicando
la legge di Ohm al circuito trasformato di figura 3.2.2 si ricava:

Vi(s)=8%-L-C-V,(s)+s-R-C-V,(8)+ V, (s

La funzione di trasferimento del sistema é:

V,(s} 1
G(s)=4—=
&) =Vie) " LCrs ARG B
Raccegliendo L- C e ordinando si oftiene:
1
L L-C
Gls)=——g~— [9.2.2]
§s°+8  + —
; Ry °T
Posto L =W, e il =2-¢ w,la [9.2.2] diviene:
E3 Bkt e '
2
®
G(s)=— 3 > [9.2.3]

§°+2:5:{-w,+w;

* i denominatore della funzione di trasferimento di un sistema del secondo
ordine € un polinomio in s di secondo grado;

= &, % ¢ il fattore di smorzamente ¢ il suo valore dipende, in questo

Y ' 5
°7%
esempio, dalla resistenza R, ma piu in generale dall'elemento dissipativo
presente nel sistema;

* @, ¢ lapulsazione naturale del sistema in assenza di elementi dissipativi.
i poii della funzione di trasferimento del sistema sono le radici dell’equa-
zione oftenuta uguagliandc a zero il denominatore della [9.2.3]:

£+2.5. 0w+ r,=0

2.0 Wt 4% 02 -4-02
2

Sy2 = Pyp = [9.2.4]

s1=py=—w,- (£+4E2-1)
32=P2=—C0n'(§‘\[22?)
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j@
b B
Fig. 9.2.3
r R
i —>

Poiché dallesame della [9.2.4] si ricava che I'andamento della risposta
di un sistema del secondo ordine e funzione del coefficiente di smorzamento
¢, di seguito sara esequita I'analisi della risposta dei sistemi del secondo
ordine sollecitati da un segnale a gradino per {>1, {=1 e 0<{<1.

9.2.3 Sistemi del 2° ordine con poli reali e distinti: {> 1

Se & {>1i poli della funzione di trasferimento sono reali e negativi e
giacciono nel semipiano sinistro del piano complesso s (fig. 9.2.3):

51:p1=—mn-[§‘+\/ﬁ‘) e 52=p2=—a),,-(§— (_,'2—1)

Si dimostra che la risposta u(f), rappresentata nefla figura 9.2.4, &:

B - -
u(t) = Ewy,, E-wp Pt EOn  ppt [9.2.5]
PP Py(pi-p2) P2 (P2 — p1)
8
» E.—T_ & lansposta a regime;
P1-P2
-2 i)
o jdemini —E P . ghit o E®n bt 00 in risposta in
p1-(P1—pP2) P2 (P2 — py)

transitorio e tendono entrambi a zero per t— o perché i poli della funzione
di trasferimento sono entrambi reali e negativi. It primo termine

E -w%
p1-(py - p2)

La risposta completa de! sistema, a parita di w,, & aperiodica ¢ varia
al variare del fattore di smorzamento (. Infatti all'aumentare di {, a parita
di @, i poli della funzicne di trasferimento si discostano sempre di pitl 'uno

dall'aitro, nel senso che |p;| aumenta e |p,| diminuisce come si rileva
dall'esame della tabella 8.2.1.

.ePrt tende a zero pit rapidamente del secondo perché 1, < 1.

Tab. 9.2.1
@n 4 P1=*(9n'(§+dgz'1] p2=—wn-(§— ‘;2‘1]
rad/s 1 1
Ty ==— Tp=——
I P i 22
100 2 |py=-100-(2+44-1)=-3732 | p,=-100-(2-Y4-1)=-268
ol 1 !
=—— =0,00268 -——=0,0373
Y= g7ap - 0026 277568
100 3 |py=-100-(3+V9-1)= 5628 P2 =-100-(3-/9-1)=-17,1
1 1
=—— =0,00171 =—— _=00584
1" 528 277374
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L.D.2 La risposta dei sistemi lineari nel dominio del tempo

I! polo p,, inoltre, si puod trascurare quando ¢ aumenta perché ad esso
corrisponde una costanie di tempo sempre piu piccola e la risposta del
sistema dipende quasi unicamente dal polo p, piu vicino all'origine degli
assi; quest'ultimo viene detto polo dominante. Osservando la figura 9.2.4
si rileva che il tfempo impiegato dal sistema per portarsi a regime aumenta
all'aumentare del fattore di smorzamento perché la costante di tempo

*relativa al polo dominante € funzione di {.

} —p
0 0,5 1 1,5 2 2.5 3 3,5 Hs) Fig. 9.2.4

9.2.4 Sistemi del 2° ordine con poli reali e coincidenti: {= 1

Y |
5 ; c i S Tk jo
Se e {=1,ipoli p; € p, della G{s) sono reali e coincidenti e giacciono
ancora sul semiasse negativo dell'asse reale (fig. 9.2.5):
$1=85=P1=Pp=—0, PLEpa
Si dimostra che la risposta di un sistema con fattore di smorzamento i o
=1 e sollecitato da un segnale a gradinc & (fig. 9.2.6):
Ut)=E-1-(1+a, -0 [9.2.6]
» E é la risposta a regime; Fig. 9.2.5
e —E.-[(1+w, f - '] ¢ la risposta in transitorio e tende a zero per
t— co,
0 X + + : -+ — ——
0 0,5 ] 1.5 2 2,5 (s) Fig. 9.2.6
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L'andamento della risposta & ancora aperiodice ma il sistema si porta
a regime in un tempo minore rispetto ai sistemi con fattore di smorzamento
{>1 (fig. 9.2.6).

Per le sue caratteristiche un fattore di smorzamento {=1 & detto
smorzamento critico perché é il valore che separa la risposta di un sistema
con poli reali e distinti da quella, come si vedra, di un sistema con poli
complessi coniugati.

_ Studiare I'andamento della tensione agli estremi del condensatore del circuito
ALC rappresentato in figura 9.2.7 quandc esso ¢ sollecitato da un segnale a gradino

cosi definito:
OVpert<Q
Vf(f)=‘][
|[10Vpert=0
Siano /(0)=0 e v,(0)=0 le condiziont iniziali del sistema. | parametri sono
L=1H, C=1Fe R=2 Q.
R
AR O
—_—
ift}
V(Y () =— |n#
C
Fig. 9.27 ——N‘[:'V‘—————l—o
Le costanti di tempo sono:
e e S
R 2

=R C=2-1=2 %

1 R K :
Posto Jic =, e b 2 .{ - w, siverffica facilmente che w,=1rad/s e {=1.

La funzione di trasferimento e la trasformata della risposta sono rispettivamente

uguali a
4 Vi(s)
Vv, = d
e(s) L-C-s°+R-C-s+1 L
2
— wﬂ
Gigh= s2+2.8¢ w,+w> [9.2.8]
Considerato che V(s 2, L-C=1e2.{-w,=2, dalla [92.7] e dalla [9.2.8]
si ha: s
10 1
V= s e
Gls)=——
{s+1)

542



U.D.2 La risposta dei sistemi lineari nel dominio del tempo

I poli della funzione di trasferimento sono reall e coincidenti:

Scomposta la [9.2.9] in frazioni parziali e caicolati i coefficienti A, B e C, si ha:

W e - I
VC(S)—_S_+(5+1)2 +(s+1}

A=Iims--—-——2--10
830 8 (s+1)
B=lim (s+1)2-2-—17——10
s—1 s (s+1)
C = lim i(s+1)2-3--—1—2=—1o
s—-1ds S (s+1)
10, -10  -10
Vis)=—+——5+——+
(8) s e T [9.2.10]

L'antitrasformata della [9.2.10] & la risposta del sistema:

LV (s))= L"[

10 10 -10
— s t—
S (s+1) (s+1)

ve(t)=10-10-t-e ' 10 ¢''

ve(t)=10-[1-e™" -(1+1)]

MATLAB

% Si scrivano | coefficlenti del numeratore e del denominatore della trasformata
della risposta.

n1=[10}; di=[121 0]

% Calcolo del residul e dei poli della trasformata della risposta.

[r,p.K] = residue(n1,d1)}

%Rappresentazione grafica della risposta alla sollecitazione a gradino di
amplezza 10.

n2=[10]; d2=[1 2 1]

step{n2,d2)

% Antitrasformata di Laplace della risposta.

y = inviaplace{’10/(s*(s+1)*(s+1)))

PSPICE

Dopo aver realizzato lo schema di figura 9.2.8 nel quaile & stato inserito un
differential marker perché & necessario calcolare la tensione ai capi del condensa-
tore, si apra il menu Analysis, si selezioni Transient e si fissino i seguenti parametri
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Fig. 9.2.8

Fig. 2.2.9

della simulazione:

Print Step 0.5 s
Final Time 20 s
Step Ceiling 0.01

L'analisi dei risultati ottenuti con MATLAB e con PSPICE (fig. 9.2.9) conferma
che la risposta del sistema & aperiodica e tende al valore della sollecitazione

applicata.
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tClose=0

> R
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U.D.2 La risposta dei sistemi lineari nel dominio del tempo

9.2.5 Sistemi del 2° ordine con poli complessi coniugati: jot
0<{<1
Se & 0<{ <1 il sistema del 2° ordine e detto sottosmorzaio e i poli p, R

e o, della G(s) sono complessi coniugati a parte reale negativa (fig. 9.2.10):

s1=p1=—wn-(€'+f-ﬁ] ; 32=p2=—m,,-(€'-j-ﬁ) P2 x

Si dimostra che la risposta del sistema, rappresentata in figura 9.2.11,&  Fig. 9.2.10

ut)=E - 3 879 % [sen (w,- B- t+ ¢)] [9.2.11]
JI=E2

dove

2
¢ = arctg [ 1~§§ ]

* £ & [a risposta a regime;

* B=y1-¢%:

. _L.e_wn'g'!

1/1 =

a zero per t — e con una rapiditd determinata dal fattore en %!

‘[sin{w,-B-t+ ¢) e la risposta in transitorio e tende

a0t /\.—u@
E

r .
10 \/ ————

“ Jsiw, -1+ )

5__

W 1 1.5 2 ()

5+

.10 Fig. 8.2.11
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Fig. 8.2.12

jo

7 ox

QV

P x

Fig. 9.2.13

Se si esaminano le curve di risposte riportate in figura 9.2.12, si rileva
che 'ampiezza dell'oscillazione aumenta guando diminuisce il valore del
fattore di smorzamento .

ulr) 4

Per ¢=0 i poli della funzione di trasferimento p, e p, sonc complessi
coniugali a parte reale nulla e giaccicno entrambi sull'asse immaginario (fig.
9.2.13).

In quest'ultimo caso la risposta @ costituita da un'cscillazione perma-
nente di ampiezza costante come si ricava dalla [8.2.11] ponendo {=0:

V,(ty=E-E [sen (w, t+0)] [9.2.12]

dove ¢ =90° e deve essere espresso in radianti per mantenere 'omogeneita
delle unita di misura perché la pulsazione e espressa in rad/s.

Con riferimento al sistema di figura 9.2.7 sollecitato da un segnale a gradino
di ampiezza 10 V, studiare I'andamento della risposta nell'ipotesi che siano #{0) =0
e v.(0)=0 le condizioni iniziali. | parametri del sistema sono L=1H, C=1F e
AR=1Q.

. 10 . ) .
Considerato che & (=05 e V,(s):—s—, ia funzione di trasferimento e la

trasformata della risposta sono:

1
Gla) =~
() S2+8+1
10 1
o e 19:213]
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| poli della funzione di trasferimento sonc compiessi € coniugati:

Sy =p;=—05+j-0.866
S$=p,=—-05-/.0866

Scomposta la [9.2.13] in frazioni parziali e calcolati i coefficienti A, B e C, si ha:

B C

-+
(5+05-/.0,866) (s+0.5+;-0,866)

Vc(s):§+

L S
s=0 § 8§°4841

B= im  (s+05-j-0.868).12. i J : =-5+/.2.886
§—- 0.5+ ] - 0.866 s {s+05-/-0,866)-(s+05 +/-0,866)

=-5-/.2,886

Vi(s)=10, _5+i 2866, -5-;2866
S s T (5+05--0866) (s+05+; 0,866) [9.2.14]

L’antitrasformata della [9.2.14] & la risposta del sistema:

Vo(t)=10+e051.[-5,732-5en(0,866 1)~ 10-c0s(0,866 -1

| risultati della simulazione confermanco che la risposta del sistema & oscillatoria
smorzata e tende al valore della sollecitazione applicata (fig. 9.2.14).
Il lettore verifichi che la risposta del medesimo sistema & una oscillazione di
pulsazione @, quando & R=0 Q (fig. 9.2.15).

o U(R:2,L:2) o U(C:1.L.:2)
Time : Time

Fig. 9.2.14 Fig. 9.2.15
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Fig. 9.2.16

9.2.6 Parametri della risposta di un sistema
alla sollecitazione a gradino

La risposta completa di un sistema nel dominic del tempo si oftiene
sommando, istante per istante, la risposta a «regime» e la risposta in
«transitorio».

Osservando il grafico di figura 9.2.16 si ricava che la risposta comples-
siva raggiunge il valore di regime in un tempo che nella pratica si assume
uguale a 4 + 5 volte la costante di tempo. La fase transitoria o transitorio
della risposta di un sistema & {'intervallo di tempo che inizia all'istante t=0,
in corrispondenza del quale ¢ applicata la sollecitazione, e ha termine
nellistante in cui la risposta differisce del'1% o al massimo del 5% dal
valore di regime. | parametri della fase transitoria sono stati ottenuti
dallanalisi della risposta di un sistema con condizioni iniziali nuile e
sollecitato da un segnale a gradino. Le specifiche sono:

» tempo di ritardo T, (delay time): & l'intervallo di tempo richiesto perché
i valore della risposta sia uguale al 50% del suo valore finaie [T;= 0,7 - 1);

* tempo di salita 7, (rise time): & l'intervallo di tempo necessario perché
il vaiore della risposta aumenti dal 10% al 90% del valore finale
[TrE 22 ﬂ;

* tempo di assestamento 7 (seftling time): & lintervailo di tempo
richiesto perché il valore della risposta sia compreso entro una fascia
di vaiori prestabiliti che si discostano dell'1% + 5% dal valore finale
[Ts=3-1).

Nei sistemi del secondo ordine con fattore di smorzamento 0 << 1 si
prende in considerazione, oltre ai parametri gia esaminati (tempo di salita,
tempo di ritardo, tempo di assestamento), anche quello riferito alla ampiezza
massima dell'oscillazione.

Si definisce sovraelongazione massima (Maximum overshoot) la diffe-
renza tra il valore massimo della risposta e it vaiore finale delfa stessa.

\
u(t)ﬁ‘- T -
Uy by
M
U, - ————
0,9/
0,5t ~f ¢
o1lf .
: “-» T i 18)
il
T B - S——

548



U.D.2 La risposta dei sistemi lineari nel dominio del tempo

Generalmente ia sovraelongazione massima € espressa in percentuale in
rapporic al valore finale:

mas ==Yt 4q0
Y

* Uy e U, sono rispettivarmente if valore massimo e il valore finale della
risposta;
» M% € la sovraelongazione massima percentuale.

Si dimostra che la percentuale di sovraelongazione (overshoot) é
funzione del fattore di smorzamento:

-nl

Jie?

My % = 100

Per { =0, ossia in assenza di elementi dissipativi, I'overshoot & uguale
al 100% det valore finale e la risposta & costituita da oscillazioni persistenti
come & stato detto precedentemente. Si dimostra che il massimo valore
dell'overshoot e raggiunto dopo un intervallo di tempo 7, uguale a

b4

wn'ﬁ

dove @, y1-¢? & la pulsazione smorzata, cosi chiamata per distinguerla
dalla putsazione naturale w, la quale & caratteristica di un sistema che non
contiene elementi dissipativi. Una sovraelongazione pronunciata con suc-
cessive oscillazioni quasi persistenti corrisponde, come si vedra in seguito,
ad un sistema che tende ad oscillare e, pertanto, non stabile. Generalmente
il comportamento di un sistema & ritenuto soddisfacente quando il coeffi-
ciente di smorzamentc & maggiore di 0,707 perché in tal caso la percentuale
di sovraelengazione & minore del 5% del valore finale e pud essere
considerata trascurabile (fig. 9.2.17).

Tp=

3 M% I
0 100
0,05] 8546
0,10] 72,94
0,15, 62,10
0,20 52,68
025 44,45
030] 37,25
035 _ 3094
040 2540
045 20,55
0,60 16,32
055 _ 12,66 — : —
0,60 9,49 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 15&
0,65 6,82
0,70 4,61
0,75 2,84

Fig. 9.2.17
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Il tempo di assestamento di un sistema del secondo ordine con 0 < { < 1

& uguale a T, =iy quando & misurato all'istante in cui il valore della
od L

n
risposta € prossimo al 95% del vaiore finale,

Il tempo di assestamento cresce, a parita di w,, in modo inversamente
proporzionale al fattore di smorzamento: T tende all'infinito quando & { =0,
infatti la risposta & costituita da un'oscillazione di ampiezza costante che
non raggiunge mai il valore di regime.

Si dimostra inoltre che il tempo di ritardo T, e quello di salita T,assumono
rispettivamente i valori:

1+0,7-§

Tg=—"-2=

d @, 0<C<«t
1411 +14-£2

HE————= 0<{<1

Wy

Sia il tempo di ritarde che quello di salita aumentano quando aumenta
il valore del fattore di smorzamente .

La funzione Rtiview di MATLAB consente di esaminare la risposta di
un sistema nel dominio del tempo ed in quello della frequenza. La medesima
funzione, inoltre, fornisce i valori dei parametri della risposta temporale e
di quella in frequenza.

% Esempio 3: risposta nel dominio del tempo del sistema del’'esempio 2 con
Itiview
% Si utilizza la funzione tf per definire la funzione di trasferimento
f=tf(1,[1 1 1))
Itiview

Dopo aver lanciato il programma, MATLAB apre (a finestra di figura 9.2.18. Per
poter esaminare |a risposta nel dominio del tempo o in quello della frequenza si deve:

« trascinare il puntatore del mouse nella finestra «Workspace» e tare due volte
clic sul nome della funzione;

* trascinare il puntatore del mouse sulla finestra «Plot Type» ¢ selezionare una
delle opzioni (Step, Impulse, Bode, Nyquist, ecc);

Per visualizzare i valori dei parametri si deve:

* ftrascinare il puntatore del mouse sulia finestra «Plot Options» e selezionare
I parametri della risposta temporale o quelli della risposta nel dominio della
frequenza compatibilmente con il tipo di curva precedentemente selezionata (fig.
9.2.19).

» trascinare il puntatore del mouse su uno degli indicatori (puntini rossi) che
MATLAB pone sulle curve:

* tenere premuto il pulsante sinistro del mouse.

Nella figura 9.2.19 & riportata la curva di risposta alla sollecitazicne a gradine
e si possono osservare gli indicatori sui quali si deve tenere premuto il pulsante
sinistro del mouse per ottenere | valori dei parametri.
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TV ¢Student Edition> LI Viewer

Fig. 9.2.18

Fig. 9.2.19
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9.2.7 Risposta forzata e risposta libera di un sistema
del primo ordine

Nel primo volume sono stati presentati esempi di sistemi con «condizioni
iniziali nulle». Poiché nella realta si studianc anche sistemi con condizioni
iniziali non nulle (ad esempio un condensatore carico sottoposto ad una
sollecitazione a gradino) & necessario trovare una relazione generale che
consenta di studiare la risposta completa di un sistema. Si consideri un
sistema del primo ordine descritto da un'equazione differenziale lineare del
primo ordine del tipo:

r~d—:;£9+u{t)= k-i(t) (9.2.15]

dove

* 7@ la costante di tempo;

* i{t) e u(t) sono rispettivamte la sollecitazione applicata al sistema e la
sua risposta;

* k& un fattore di scala che permette di rendere omogenee le dimensioni
della risposta con quelle della sollecitazione nel caso in cui u(t) sia
costante e quindi ___d: Yo

t

La trasformata di Laplace di ambo i membri della [9.2.15] &:

s-t-U(s)—7-U0)+ U(s)=k- I(s)
U(s)-(1+s-1)=k-I{s)+ 1. U(0)

_k-l(s) 7-U(0)
Ulg) = L+ (9.2.16]

k-1(s)

1+8-1
lazione applicata ai sistema,

T-U(0) . ; ; :

e € ia trasformata della risposta naturale o risposta libera e non
dipende dalla sollecitazione applicata, ma dalle condizioni iniziali in cui si
trova il sistema all'istante t=0.

Se le condizioni iniziali sono nulle, ciog¢ U(0)=0, la [9.2.16] coincide con
la trasformata della risposta di un sistema del primo ordine con le condizioni
iniziali nulle. La [9.2.16) consente di studiare ii comportamento di un sistema
del primo ordine se si conoscono fe sue condizioni iniziali, la sollecitazione
ad esso applicata e naturalmente i parametri del sistema.

é la trasformata della risposta forzata e dipende dalia sofleci-

Il sistema di figura 9.2.20 & sollecitato da un segnale a gradino cosi definito:

()= OVpert<0
)= 10Vpert=0
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Studiare 'andamento della tensione agli estremi del condensatore nell'ipotesi che
allistante =0 sia v, (0} =2V. | parametri del sistema sono C=1F e R=1Q.

R R
A ¥ O M . O
—_— —_—
ity 1y e i
O+
w0 () = |we ne(]) )
C oty
T Cs
— O 0]
Fig. 9.2.20 Fig. 9.2.21
Dal circuito trasformato di figura 9.2.21 si ha:
Ve : 1
Vi(s)-—=1(s)-| R+—
)= 2~ ts). (A5
Vi(s) V,-R-C
V,(8) = —— jint 217
A= TR s 2R Cs [9:217]
Confrontando (a [9.2.18] e la [8.2.17] si pus affermare che:
Vi{s) | .
. m @ la trasformata della risposta forzata perché V;(s) & la trasformata
della sollecitazione applicata al sistema dall'istante #>0;
¢ A.C=r1¢ la costante di tempo;
R-C-V , : - ——
. %R C.s ¢ la trasformata defia risposta fibera la quale dipende dalle condizioni
del sistema all’istante t=0".
5 10 o
Tenendo presente che & V,-(s)=—s- dalla [9.2.17] si ricava:
10 2
V,(8)=————+—
u(8) ss+7) s+ [9.2.18]

L'antitrasformata di Laplace di ambo i membri della [9.2.18] & la risposta del
sistema:

V,(t)=10:(1-e) + 2.7 [9.2.19]

Il valore finale della risposta forzata 10 - (1 — e7!) tende a 10 V perché a regime
it condensatore & carico e la tensione d'uscita & uguale al valore della sollecitazione
applicata. Il valore della risposta libera, invece, tende a zero per t — oo,
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Fig. 9.2.22

Fig. 9.2.23

PSPICE

tClose=0 R
1 ?,J’- 2 A‘f‘f‘/'
5 C
7 = 1

10V ‘Ti
J
“

PSPICE consente di simulare il comportamento di circuiti in cui siano

presenti componenti accumulatori di energia aventi condizioni iniziali non
nulle. A tal fine & necessario:

disegnare lo schema eletirico (fig 9.2.22);

fare due volte clic sul componente accumulatore di energia. PSPICE
apre la finestra di dialogo di figura 9.2.23;

selezionare IC e scrivere nelia finestra di editing il valore della tensione
presente allistante t=0 agli estremi del condensatore (fig. 9.2.23),
fare click su Save Afir;

PartNume C

2ek oon-

VALUE-T

REFDES=C

TEMPLATE=C"@REFDES %1 %2 YTOLERANCE|C" @REFDES|g

PART=C
TOLERANCE

fare clic su Change Display. PSPICE apre la finestra di figura 9.2.24.
Setezionare «Both name and value» affinché sullo schema elettrico
compaia la scritta IC=2V (fig. 9.2.25) e poi fare clic su OK per tornare
alla figura 9.2.23;

fare clic su OK della figura 9.2.28.

Al termine della procedura descritta si selezioni Transient e si fissino

i seguentt parametri:

Print Step 0.2 s
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Fig. 9.2.24

Final Time 10 s
Step Ceiling 0.01

| risultati della simulazione, rappresentati nella figura 9.2.26, mostrano
che il valore iniziale e quello finale della risposta del sistema sono
rispettivamente 2 V e 10 V in accordo con la [8.2.19].

tCiose=0 R
1 /\1 = W
I 1
g 4 [eSulliant

Fig. 9.2.25
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9.2.8 Risposta forzata e risposta libera di un sistema
del secondo ordine

It modello matematico di un sistema del secondo ordine pud essere
espressc da un’equazione differenziaie del tipo:

d? duft .
a- d‘:g) +b. Z£)+c-u(t)=t(t) 9.2.20]

dove

a, b, ¢ sono costanti che dipendono dai parametri del sistema;
u(t) e i(t) sonc rispettivamente la risposta del sistema e la sollecitazione
ad esso applicata.

La trasformata di Laplace di ambo i membri della [9.2.20] &
a-s?.U(s)~a-s U(0)-a-U0)+b-s - U(s)- b-U(0)+c-U(s) = I(s)

U(s)-(a-52 +b-s+c)=a-s‘U(O)+a~U'(0)+b’U(O)+.'(s)

U(s)= I(s) +a-S'U(0)+a.U‘(o)+b.U(o)

9.2.
{a-sz+b-s+c) (a-sa+b-s+c) P

dove:
* U'(0) & il valore della derivata prima deila funzione w(t) calcolato per
t=0;
(s) . ;
T 5 5, . ©latrasformata di Laplace della risposta forzata di
(a:s°+b-s+c)

un sistema del secondo ordine e dipende dalla sollecitazione ad esso
applicata;

a-s-U0)+a -U'0)+b U(0) ) )
. 5 e la trasformata di Laplace della risposta
(a 8% +b s+ c)
naturale di un sistema del secondo ordine e dipende dalle condizioni in
cui sitrovail sistema all'istante t = 0 quando viene applicata la sollecitazione.

Dalla [9.2.20] si ricava ia funzione di trasferimento di un sistema del

Uls) _ 1
i(s) (a-s®+b-s+c)

Negli istanti t<0 il sistema rappresentato in figura 9.2.27 & sollecitato da un
generatore di tensione e alistante t=0* & /{0) =05 A. Studiare 'andamentc in
funzione del tempo dell'intensita della corrente i(t) per t=0.

ARR
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L Ls & *
7YYL
—_— i
ift) i)
vty () s v:rv@) —
¢ 1
{85
R R
AAA AAA
Fig. 9.2.27 Fig. 9.2.28

Dal circuito trasformato di figura 8.2.28 si ha:

v,.(s)u-:o=!(s)'(R+L'S‘“ﬁ)

Cogis] LiCist,

!(S):L-C-52+R-C-s+1 L-C-s?+R-C-5+1 Pl
Dalla [8.2.22] si ricava che:
* la trasformata di Laplace della risposta forzata CZ-S»V,»(S} dipende
dalla sollecitazione applicata; LCs"+ARCs+1
s la trasformata di Laplace della risposta libera L& dipende dalle

L.C-s2+R-C s+1
condizioni iniziali del sistema: nel caso specifico dalla intensita della correnta
iy alistante t=0".

Poiché & V, (s) = g A=5Q, L=4H e C=1F, la [9.2.22] si scrive come

I{s}=10' 1-5 2 4.5.05 515955
s 4.82+55+41 4.6°+5. 5+1 [9-2.23]
e fattorizzando il denominatore della [9.2.23] si ha:

K(s) = 10 5 2-s
" 4-(s+1)(s+025) 4-(s+1)-(s+0,25)

Per calcolare la risposta si pud applicare il principio di sovrapposizione degli

effetti:
per fp=0 &

i 10

T4 (s +1)-(s+0,25) [9.2.24]
e per v;{f) =0 si ha:

/ (s)— 2-8

2T 4 (s +1)- (s +0,25) [9.2.25}
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Le antitrasformate di Laplace della [9.2.24] e della [9.2.25] sono rispettivamente le
risposte 4(t) e i{t) dovute alle singale sollecitazioni. La risposta totale del sistema é:

(1) =333 9% _333.7-0,166 -9 + 0666’ [9.2.26]

Siosservachepert=0¢ei{t)=05Aepert—cesihaift) -0 Aregime, infatt,
il condensatore e completamente carico € st comporta come un circuito aperto

PSPICE

Dope aver disegnato lo schema di figura 8.2.23 ed inserito il marker di corrente,
si ripeta la procedura sopra descritta per definire le condizioni iniziali dell'induttore
allistante t=0.
| parametri delia sirmulazione sono:

Print Step 0.2 s
Flnal Time 20 s
Step Ceiling 0.01

I nsultati della simulazione, rappresentati nella figura 9.2.30, mostrano che |l
valore iniziale e quello finaie della risposia del sistema sone rispettivamente 0,5 A
e 0 A in accordo con la [9.2.26).

tClose=0 L 4H

~F Dy @ ;

WL BT e .

T" ic=05A —fc

E ¢ -1 *
10V —

I(L) I(C)

Fig. 9.2.29 Fig. 9.2.30
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ESERCIZ]I SVOLTI

Esercizio 1

Un motore in c.c. & un attuatore che converte I'energia elettrica in
energia meccanica. | motori in c.c. sono classificati sulla base del modo
con il guale viene generato il campo magnetico: nei motori @ campo
magnetico costante o PM, quest'ultimo e generato da un magnete perma-
nente. Nei motori a controllo di campo il campo magnetico & generato dalla
corrente che attraversa un avvolgimento connesso ad una sorgente dif.e.m.
esterna. Si consideri un motore in corrente continua a controllo di campo
figura 9.2.31.

R Ry
o AAN ANN— 0]
7
Lol vl
Vu {I) o
O
O pl)
T,
(Y o

La tensione di eccitazione v,{(t) genera una corrente di campo i({t) e
il flusso &(t) & proporzicnale a quest'ultima:

O(t) = ki iy(t)

dove k, & una costante caratteristica del motore [% J

Si ricorda che le caratteristiche meccaniche di un motore in c.c. sono:

» la coppia motrice T, () [N-m];

« la coppia resistente T,(t) che agisce come un disturbo e che si oppone
alla coppia motrice;

+ il momento d'inerzia J delle parti rotanti proprie del motore e del carico
ad esso eventualmente collegate [kg - m?;

La coppia motrice sviluppata dal motore € proporzionale al flusso

5569
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generato dalla corrente di campo € all'intensita della corrente di armatura

i(t):
Tty = ke koo i (1) - (1) [9.2.27]
La [9.2.27] non ¢é lineare perché la coppia motrice T,,,() & funzione del
prodotto delle variabili i(t) e i,(f}. Per rendere lineare la [9.2.27] si considera
costante l'intensita della corrente di armatura:
Tkt = (kg g+ 1) - ifl) [9.2.28]
La trasformata di Laplace di ambo i membri della [9.2.28] &
Tl 8) =K - 1(8) [9.2.29]
dove k,=k;- k,- 1, & una costante caratteristica del motore.

La coppia motrice del motore deve vincere la coppia resistente del carico
e quella dovuta ad eventuali disturbi:

Talt)=dJ EZ—J—r(t—) +B - o(t)+T4(t) [9.2.30]

dove:

27 et g s ) N-m:s
¢ B ¢ il coefficiente di attrito viscoso { e ];

* T4(t) e la coppia resistente dovuta ai disturbi esterni.
Trascurando T({) e facendo la trasformata di Laplace di ambo i membri
della [9.2.30] si ricava:
Twis)=J- s w(s)+B- w(s) [9.2.31]

La tensione di eccitazione & uguale a

vilt)= Ry -if(t)+ L, -‘L'éiﬂ (9.2.33]
La trasformata di Laplace della [9.2.33] &:
Vi(s) =R+ Ly-8) - I(9)
con
Vils)
(8)= ———L— 9.2.34

Considerando la [9.2.29], la [9.2.31) e la [9.2.34] si ricava la funzicne
di trasferimento del sistema:

_als) i
OO =) " Rl 5 B9

[9.2.35)
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Il sistema & del secondo ordine perché il denominatore della funzione
di trasferimento & un polinomio di secondo grado e pud essere rappresen-
tato dal diagramma a blocchi riportato in figura 9.2.32. La funzione di
trasferimento espressa in termini delle costanti di tempo é:

(s} _ ky 1
Vi(s) BB (1+1,-8) (1+7y 9) [9.2.36]

dove

L

Rt e la costante di tempo elettrica;
t

J
¢ Ty =B e la costante di tempo meccanica.

Vefs) 1 Ii(s) ] Dp(S)
S e e —b‘
Rf + Lls B+Js i
Fig. 9.2.32
Esercizio 2
=y T B

Il sistema di figura 9.2.33 & sollecitato da un segnale v,(t) cosi definito:
OVpert <0 a
vilt) = -2t
5 e Vpertz20

Calcolare la risposta v, (1) nellipotesi che ailistante t=0 sia V,(0)=0V.
I valori dei parametri del circuito sonc R=10 Q, L=8BH e C=1F.

R R
o} AN - 0 o AN » ¢}
JEAS (P —
ift) Ifs)
vifY) — veft) Vifs) = V. (s)
(6] ol
Cs
L Ls
[e LYY - O O Y'Y\ - o)
Fig. 8.2.33 Fig. 9.2.34

Applicando 1a legge di Ohm al circuito eguivalente di figura 9.2.34 si
ricava la funzione di trasferimento:

V.(s) 1
GS —] Lo =
(s) Vi(s) L-C-s*+R-C-s+1
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Il sistema & del secondo ordine perché il denominatore della sua
funzione di trasferimento € un polinomio in s di secondo grado.

Per L-C=8 ed R- C=10, la trasformata di Laplace della risposta &
uguale a
1 5

) 852 +10-5+1 s+2

Ve(s) (9.2.37)

Poiché i poli della trasformata di Laplace della risposta sono p, =— 0,11,
po=—11e py=-2, la [2.2.37] si scrive come:

1 5
CB(s+011) (s+11) (5+2) [9.2.38]

Vols)

dove —52- e la trasformata di Laplace della sollecitazione v(t).
s+

Scomponendo la [9.2.38] nella somma di frazioni parziali si ottiene:

A 8 C
+ +— [9.2.39]

V.(s)=
C{) s+011 s+11 s+2

| coefficienti A, B, C sono uguali a

; 1 5
A= lim {s+011) - = 0,35
s—%l—o.ﬁ( ') 8-(s+011)-(s+11) (s+2)
BT 4 g
B=1 (s+2) —_ =-0,73
s-v-11 B8-(s+011)-(s+11) (s+2}
1 5

C= lim (s+2)- - -0,
) T g

Sostituendo A, B e C nella [9.2.39] si ha:

V.(s)= 035 073 038

i [9.2.40]
s+011 s+11 s+2

L'antitrasformata di Laplace di ambo i membri della [9.2.40] & la risposta
de! sistema:

Vo(t) =035 . %' _0,73. &1+ 0,38 . e

Esercizio 3
O —— T —" Y —Ce 4 S0

Calcolare la tensione v{t) del sistema di figura 9.2.35 sapendo che
lintensita della corrente che attraversa l'induttore afl'istante t=0 &/, (0} = 2 A.
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O~ » - G ~»
L)
L)
Wy § 3 — ) §
R f C R
P S— - O -
Fig. 9.2.35 Fig. 9.2.36

Dal circuito di figura 9.2.36 si ricava:

e A Ls
R-L-C-s2+L.s+R

Zis)

La trasformata di Laplace della risposta libera é:

vis)=2(s) L2
V(s) - —— 4

L-C-82+ 5 541
R

=)

!
tn

Per R=1Q; C=025F; L =4 H, la trasformata di Laplace della risposta

& uguale a

| poli della [9.2.41] sono:

[9.2.41]

p, =—0,26;
pz==3.7;
Sviluppando la [9.2.41] nella somma di frazioni parziali si ha:
; A B
V(s)= + .
(s) (s+026} (s+37)
s -8
A= lim {s+026) - =-23
§-»-0.26" (s+0,26)-(s+37)
(el : -8
B= Ilm {s+37}) - - =23
T, (s+026)-(s+37)
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Esercizio 4
R —— R

La trasformata di Laplace della risposta libera & uguale a

2,3 " 23
(s+026) (s+37)

V(s)= [9.2.42]

L’antitrasformata di Laplace di ambo i membri della [9.2.42) & la risposta
fibera del sistema:

¢ f

vit)=-23-60%1,203.6371__23.6 11 423.9 ©2

e 1 o 8 sono le costantt di tempo del sistema.

1
dove ty=——
0,26 37

Calcolare la risposta i»(t) del sistema di figura 9.2.37 sollecitato da un
segnale a gradino cosi definito:

(1 [oVpert <0
T 2vpert 20

All'istante t=0 siano V,(0)=0V e /, (0) =0 A. | parametri del circuité
sono Ry=4Q, R,=1Q,L=1He C=025 F.

R! RZ R. Rz
O— AN—F— A O— AN Wy
il = % Vi(s) L) | == 4 s %
F L ! l() é_ 2 iy
- s
O — lo2
Fig. 9.2.37 Fig. 9.2.38

Applicando al circuito equivalente di figura 9.2.38 il metodo delle correnti
circolari di maglia si ricava:

[R1+éjv!1(s)—é-fz(s)=vi{s) 24

1

i
_a.f1(s)+[ﬁz +L-s+aj-lz(s)=0 [9.2.44]
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Risolvendo, rispetto a A4(s), il sistema formato dalla [8.2.43] e dalla

[9.2.44] si ottiene:

1
_ Gug ¥
fa(s)= T 3 3 [9.2.45]
Frega) (moregsl e

Sviluppande e semplificando la [9.2.45] si oftiene la trasformata di
Laplace della corrente /(s):

A,

- Vils)
l2[s}— R1 { 5 L [9.2.46}
CLs +(RZ-C+F]-S+(1+—H- J
1

1

Sostituendo nella [9.2.46] i valori dei parametri del circuito si ha:

§
[9.2.47)

2
i>(8) = 9¥——————
2(s) s?2+2.5+5 §
dove 2 e la trasformata di Laplace della sollecitazione applicata v;().
S
Poiché i poli della risposta sonc py=—1-j-2, pp=-1+j-2 8 p3=0,

la [9.2.46] diviene:
2 :
[9.2.48]

fa(s)= (s+1+.2)-(s+1-j-2) 8

Sviluppando la [9.2.48] nella somma di frazioni parziali si ha:
A B C
!‘2(3) =—+ 3 ¥ a
s s+1+j-2 s+1-j-2

| coefficienti A, B e C valgono:

A= lim. = _2_o4
50 s-(32+2's+5) 5
B= lm (s+1+j2). = ~02-/-01
s——1-j.2 s{s+1+j:2)-(s+1~j-2)
& ——02+j-01

- e
% D st s{s+1+j:2)-(s+1-j-2)

§—o~1+42
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La trasformata di Laplace della risposta £ (s) &:

04 -02-j.01 -02+;-01
s  Ss+1+j2 s+1-j.2 [9.2.49]

l(s}=
L’antitrasformata di Laplace della [9.2.49] ¢ la risposta i (t) dei sistema:
B()=04+(-02-/.01)- 772 14(-02+.0,1)- _e(—j_ff{_?_’_;' {9.2.50]

Ricordando le formule di Eulero ta [9.2.50] diviene:
ip(t)=04-[04-cos{2-1)+02-sen(2 )] e”* [9.2.51]

Per t— o il valore finale della risposta tende a 0,4 A: al termine def
transitorio 'intensita della corrente e limitata unicamente daile due resistenze.

Esercizio §
e e O (e T 0
Calcolare la risposta v,(t) del circuito di figura 9.2.39. All'istante t=0

la tensione agli estremi del condensatore & v,(0) =12V, Siano R=2 kQ

e C=1 mF.
1 T
o——n—-o/o——-— o———T——O—O-—
+
C) % {0)
s
it — é ; Vi §
C cds .
=T s
o - o —
Fig. 9.2.39 Fig. 9.2.40

Applicando la legge di Kirchhoff al circuito equivalente di figura 9.2.40,
la trastormata di Laplace della corrente {(s) é:

S _ C'Vc(o)

i(s)= =
( ) R+——! R C s+1
C-s

(9.2.52]
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La trasformata di Laplace della risposta ¢é:

Ve (0)
V.(s)=R-ls)=—"+
) ace ) [9.2.53]

R-C

L’antitrasformata di Laplace della [9.2.53] € la risposta del sistema:

t t
V.(t)=V,.(0)-e AC =12.¢ 2

Esercizio 6

Il sistema di figura 9.2.41 & sollecitato da un segnale a gradino cosi
definito:

10Vpert <0
pert=0
Allistante =0 l'interruticre T € aperto. Calcolare l'intensita della cor-
rente i,{t}.
| parametri sono Ry=R,=2 Q, C=1Fe L=1H.

v ()
N
et
lfc(‘) L T lm) T
~Ic e
R,
Fig. 9.2.41 Fig. 9.2.42

Prima che venga aperto linterruttore 7, il sistema si trova nello stato
di regime e pertanto puo essere rappresentato con lo schema di figura
3.2.42. Poiché a regime l'induttore pud essere considerato un corto circuito,
le condizioni del sistema all'istante t=0 sono:

)= 10 _yoa : Vy@=10v
R 1
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Esercizio 7

Allistante t=0% gquando linterruttore & aperto, il sistema pud essere
rappresentato con lo schema di figura 9.2.43

v{l)
.
i é ¢ ¥ Li0)
il S 4 O '
:% Ls
R —
T Cs R
Fig. 9.2.43 Fig. 9.2.44

applicando le leggi di Ohm al circuito equivalente di figura 9.2.44, la
trasformata di Laplace detfla corrente é:

VAL
. cL )+LJ(0_) C‘Vc(o_)+L'C's-I(O‘)
s R+L-s+; T L.Cs+A-C-s+1 [9.2.54]

C-s

Sostituendo nella [9.2.54} i valori dei parametri del circuito, la trasformata
di Laplace della corrente & uguale a

s+1
i{(s)=10 ———
(s) e (9.2.55]
Sviluppando la [9.2.55] nella somma di frazioni parziali si ha:
e M [9.2.56]

T 5+05+j-0866 s+05-/ 0,886
L’antitrasformata di Laplace della [9.2.56] € la risposta i(f}):
i(t) = [10 - cos (0,866 - 1) + 5,70 - sen (0,866 - #)] - 695

Il sistema di figura 9.2.45 & sollecitato da un segnale a gradino cosi
definito:

OVpert<0
vilt) = {SVperrzo
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Studiare 'andamento della risposta V,(t) nel'ipotesi che all'istante ¢
sianc V,(0}=0V e [ (0} =0A. | parametrisono A, =10, R, =4Q, C=
el=1H.

=0
1.F

R] A Rz
o AN ' SAVAAY
vl — 2
C L
o -
B

La tensione esistente tra i punti A e B, estremi del condensatore,
coincide con la d.d.p. ai capi dellimpedenza Z(s).
Considerando che

Z(s)

_ L'S+R2
L-C-52+Rs-C-8+1

la trasformata di Laplace della risposta e:
L

— 5%
Vils) R, Ay o
V. (s)=2(5) ———— ==
i Bredls) ) L:G:s%+| A ~C+£ 5+ 1+52— S
2°¥ "R, R,

Sostituendo nella [9.2.57] i valori dei parametri del circuito, la trasformata
di Laplace della tensione ai capi del condensatore risulta:

s+4

v°(5)232+5-s+5

2
- [9.2.58]

dove S ¢ la trasformata di Laplace della sollecitazione. Sviluppando la
s
[9.2.58] nella somma di frazioni parziali si ha:

ve(s)=

4 423 0,23
S

T s+1382 Tt 3618 [9.2.59]

L'antitrasformata di Laplace della [9.2.59] & fa risposta v,(1):

Ve(t)=4-423-¢77%2! 102372018
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Esercizio 8
L e e s o g o
R Il sistema di figura 9.2.46 & sollecitato da un segnale a rampa cosi
O—AAN——§——O definito:
(0 {0Vpert<0
i =
vt =— |0 Sl sl
C < : : :
Calcolare la tensione ai capi del condensatore v, (t). All'istante t =0 sia
V.{(0)=0 V.
o 0 | valori dei parametri del circuito sono R=2 Q e C=0,5 F.
La trasformata di Laplace del segnale di uscita é:
Fig. 9.2.46

»/Esercizlo 9

Vi(s) - 2
— =

c\s)= = :
o R~C-(s+H%) s+1 5% s%-(s+) 9.2.60]

| poli sono py=p,=0 e py3=-1.
Sviluppando la [9.2.60] nella somma di frazioni parziali si ha:

V.8)=—F+—+— 9.2.61
c($) s2 s s+1 : ]
| residui A, B e C valgono:
A=lims?— 2 a2

s=0 &% (s+1)

; 2 ; 2
8= lim—g* | 5—— = lime —————_=-2
500 ds [52'(34»1)] & (s+1)-(s+1)

; 2
C=1li (s4+1)m——=2
s 1( ) §%-(5+1)

Sostituendo nella {8.2.61] i valori di A, B e C si ha:
Vc(s)=—2——+—— [9.2.62)

L'antitrasformata di Laplace di ambo i membri della {$.2.62] & la risposta
V(i)
vty =2 t-2+2. ¢!

il sistema di figura 9.2.47 & scllecitato da un impulso cosi definito:
OVpe <0
vi{t)={2Vpe t0<t<2
OVpe t>2
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Calcolare la tensione v,(f) nellipotesi che allistante =0 sia v.(0) =0 V.

v,(r)24.\ o—/\/f/\,—-—--—--—o
2 o
chlﬁ
vift) 3 o3 wlt)
i C
vft) 4 2 N
i
A . 5 L & Fig. 9.2.47

La tensione vi(f) pud essere considerata come la somma di due gradini:
vilty = vq (1) + vp (- 2)

dove v {t) e (t— 2} sonc rispettivamente cosi definiti:

OVpert <0 OVpert <2
vi(t) = vo(t-2)= RRrE=
2V pert=0 -2V pert=2
La trasformata di Laplace della risposta e:
Vi(s)
Vels)= — 9.2.63
R Cz(s+LJ %265
-C
2-(1-7%)
Poiché v;{s)= , la [9.2.63] diviene:
2.[1-e72¢]
y 2 -2:8
v.(s)= s - . 9264]

T .0 Ty
HC(S+R_C+] RCS(S"‘HCJ RCS(S‘FRCJ

Sviluppando la [9.2.64] nella somma di frazioni parziali si ottiene:

2
2 2 9:67%% D.pRC .5 &5
Vel(s)=—~- ' * 1 (9.2.65]
8 an g S+——
R.-C R-C

L'antitrasformata di Laplace della [9.2.65] & la risposta V_.{#):

e

? (i 2
vc(r)=2v[1—e'R«CJ—2- 1—e[~R‘C RCILu(t-2) [9.2.66]
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Esercizio 10

dove u(t—2} & la funzione unitaria ritardata.
Per R=2 Qe C=05 F si ha:

vy =2. (1—eH~-2.[1-e™2.u(t-2)

e e e e T S G R—

L
o . ~ M,

W

vi(t)

ol l

o_____—_—.—.
Fig. 0.2.48

Esercizio 11

Hl sistema di figura 9.2.48 & sollecitato da un segnale cosinusoidaie
vi(t) =5.cos1 - t. Calcolare la corrente i(t) nell'ipotesi che allistante t=0
siano V,(0)=0V e /,(0)=0A.

| parametri del circuito sono L=1H & C=1 F.

La trasformata di Laplace della corrente é:

il V(s) __GCs s
i 1 LiCis® 41 50t (9-2.67]
s+ -
C s
dove e la trasformata di Laplace della soilecitazione.
s° + w°

Sostituendo nella [8.2.67] | valori dei parametri del circuito si ha:

s 5.8

i(s)= . 2.
(€) s*+1 §% +1 [RiReEe]
Sviluppande la [9.2.68] nella somma di frazioni parziali si ha:
125 125§ 125 125§
(s)= : = ot : s - 9.2.69
(s) (s+/)-(s+j) s+f (s—-j){s-j) s-j [ ]

L'antitrasformata di Laplace defla [9.2.69] & la risposta:

i(h)=25.{t cost+sent)

Il sistema di figura 8.2.49 & sollecitato da un segnale a gradino cosi
definito:

it) = OApe t<0
|y Ape t20

Studiare I'andamento dell'intensita della corrente che attraversa il con-
densatore nellipotesi che all'istante t=0 siano V,(0)=0V e /, (0)=0A.
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CDR,-I(S) §R3

i

all

Fig. 9.2.49 Fig. 9.2.50

Trasformando il generatore di corrente in un generatore di tensione si
ottiene il circuitc eguivalente ne! dominic di s (fig. 9.2.50). Applicando i
teorema di Thevenin tra i punti A e B si calcola la trasformata di Laplace
della risposta 1, (s):

Ay C s-l(s)
le(s)= ; { g [9.2.70]
I =P 5 B i 1+ —
C-s +(Ff, +R2Js+(+R2J

Per B,=R,=05 %, L=10H & C=1 F, ia {9.2.70] diviene:

" 05/
10-8%2+205-8+2

le{s) [9.2.71]

La risposta /.(f) & uguale a

o) = 0,027 - ly - (€011 —g 195
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ESERCIZI PROPOSTI

Esercizio 1

vt iy

-
2
VAAAS
t~

= e I e E—

Il sistema di figura 9.2.51 & sollecitato da un segnale a gradinc di
ampiezza 10 V. Calcolare le intensita delie correnti i(t), i\(f) e i{t) nell'ipo-
tesi che all'istante t=0 sia /,(0)=0A.

| parametri sono L=2 H, A;=5Q e A,=10 €.

R. ih{h)=2A

R. it)={1-¢e5Y

O— e
R. iith=2+(1-¢%)
Fig. 9.2.5
Esercizio 2
e ey S 72 e iaes, ey —

Il sistema di figura 9.2.52 & sollecitalo da un segnaie a gradino di
ampiezza 3 V. Calcolare la tensione agli estremi del condensatore. All'istan-
te t=0 sia V.(0)=0V.

| parametri scno L=1H, A;=3 Q e R,=3 Q e C=1F.

R,
O
R,
vt B vft)

. C

Fig. 9.2.52 o ——0
R. v(N=15-16-60781101. g255

Esercizio 3
O > S T T CTPEE——

Il sistema di figura 9.2.53 & sollecitato da un segnale a gradino di
ampiezza 10 V. Calcolare la tensione agli estremi del condensatore
nell'ipotesi che all'istante t=0 sia V_.(0)=0V.
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U.D.2 Esercizi proposti

| parametri sono R, =10 Q, A, =20 Q. R;=30 Q e C=1F.

R Ry

¥ ( 1 Vc({)

5 . o Fig. 9.2.53

R. v,(t)=6,66 - (1- 235

Esercizio 4
e —— S EE— I . . (= |
Il sistema di figura 9.2.54 & sollecitato un segnale a gradinc di ampiezza
3 V. Calcolare la risposta i{f} nell'ipotesi che allistante t= 0 siano V,.(0) =0V
e 1,(0)=0A. | parametri sono R=1Q, L=1He C=1F.

L R

w4y =
C
(o3 * Fig. 8.2.54
R. iih=3-{1—-e%".[cos (0,5- 1) +sen(0,5- )]}
Esercizio 5
(R RO I Y W 5 YT B L e S8
Ii sistema di figura 8.2.55 & sollecitato da un segnale a gradino di
ampiezza 10 V. Calcolare le intensita delle correnti i(f), /,(f) e ix(t) nell'ipo-
tesi che allistante t=0 siano /4, (0)=0A e 4 {0)=0A. | parametri sono
R=10Q, R,=2Q, L;=2He l,=4H
R, R,
n(y nml ih
Fig. 9.2.55

O -

R. i{)=10-3,33.¢°'-666.¢"
R. i()=10-3,33.6'-6,66 - ¢!
R. 5{) =333 (g9~ ¢
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Modulo 9

Eserclzlo 6
vy RS
Il sistema di figura 9.2.56 & soltecitato da un segnale a gradino di
ampiezza 5V. Calcolare lintensita della corrente i{f). All'istante =0 i
condensatori sono scarichi. | parametri sono R=1Q, R,=20 Q e C=1F,
R
R R
o i)
€ C
Fig. 9.2.56 o
3
Esercizio 7
T R S —— 820
Il circuito figura 9.2.57 € un integratore ideale invertente sollecitato da
un gradino di ampiezza 5 V. Calcolare fa risposta v, (t) nell'ipotesi che
allistante t=0 sia V (0)=0V.
| parametri sonc R=10 kQ e C=1nF.
||
I lIc
w(y)
vdY)
Fig. 8.2.57 m
R. v,()=-5.10°%. t-(f)
Eserclzio 8
. R S

il circuito figura 9.2.58 & un derivatore ideale invertente sollecitato da
un segnale a rampa cosi definito:

vi(t) = OVpert<0
" | tVpert 20

Calcolare la risposia v,{t) nell'ipotesi che all'istante t=0 sia V,(0) =0 V.
| parametri sono A=100 kQ e C=1nF.
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U.D.2 Esercizi proposti

M
c R
wiY o—l
vift)
Fig. 8.2.58
R. v,(f)y=—107*
Esercizio 9
s G T TS T —
Un sistema elettrico & caratterizzato dalla funzione di trasferimento W(s)
riportata in figura 9.2.59. Calcolare le risposte gquando esso & sollecitato
da un segnale delta di Dirac e quando € sollecitato da un gradino di tensione
cosi definito v;(t) = DIV PR t<0.
1Vpertz0
Vi) o—- W= L o ¥
1(”) (I} - 32+ 43 * 5 l‘(s)
Fig. 9.2.59
R. vi(h=6(t = v,(H)=10- e?'sent
OVpert <0
R. v;(t)= )=2-4,4-%.sen (1+26°
Esercizio 10
» Calcolare la risposta @(t) di un motore in c.c. a magnete permanente
| gl t) OVpert<0
i T [g! — 3
sollecitato da un segnale a gradino v, 32Vpert >0
koo  uw=ge oo
g Fig. 9.2.60

La funzicne di trasferimento del motore (fig. 9.2.60), definita come |l
rapporto delle trasformate di Laplace della velocita angolare e della tensione
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di armatura e:

Ay
W(s)= 5
e
s+ —|]8+ -
Ta Tm
dove:
N-m
. KT:0,1194[T]
J=0,473.107*[Kg - m?]
7,=1,72 ms

¢ 1,=10,6 ms

t t
R. oft)=270+522.¢ 72107 _3022.o 108107
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UbD.3
La risposta in frequenza dei sistemi lineari

9.3.1 Introduzione

Si dimostra che un sistema sollecitato da un segnale sinusoidale fornisce
a regime una risposta sinusoidale con un'ampiezza e con una fase
generaimente diverse da quelle della sollecitazione applicata. Sulla base
di queste considerazioni & stato sviluppato un metodo di analisi e di
progettazione dei sistemi basato suila risposta in frequenza. Per risposta
in frequenza si deve intendere la risposta a regime di un sistema soliecitato
da un segnale sinusoidaie. Nell'analisi di un sistema per mezzo della
risposta in frequenza la variabile complessa s ¢ costituita dalla sola parte
immaginaria j- @ e la funzione di trasferimento, a regime, & funzione della
sola variabile j- w ed & caratterizzata da un modulo e da una fase che
possonc essere faciimente rappresentati in modo grafico. L'analisi di un
sistema ne! dominio della frequenza risulta particolarmente agevole perché
in laboratorio si possono utilizzare generatori di segnali sinusoidali con
range di frequenza e di ampiezza variabili. Un secondo vantaggio offerto
da questa metodologia di studio consiste nella possibilita di ricavare la
funzione di trasferimento di un sistema dall'analisi della sua risposta in
frequenza effettuata sperimentaimente. L'analisi in frequenza offre perd
scarse possibilita, fatta eccezione per i sistemi del secondo ordine, di
correlare i risultati della risposta in frequenza con quelli della risposta
temporale. In questa unita didattica saranno introdotti i concetti principali
dell'analisi in frequenza di semplici sistemi con particolare riferimento ai
diagrammi di Bode.

9.3.2 Analisi della risposta in frequenza

L'analisi della risposta in frequenza di un sistema, sollecitato da un
segnale sinusoidale di ampiezza costante, pud essere eseguita sperimen-
talmente rilevando per ogni valore di @ il modulo e {a fase della G{j- w).
Una seconda metodologia di analisi consiste nel ricavare analiticamente i
valori del modulo e della fase della G{j- @) per w che varia da zero a piu
infinito. | risultati in ambedue i procedimenti, quello analitico e quelio
sperimentale, possono essere rappresentati graficamene ed il grafico
assume una forma che varia con il sistema di coordinate utilizzatc {car-
tesiano, polare, ecc...): il diagramma di Bode o logaritmico e ii diagramma
di Nyquist o polare sono le rappresentazioni maggiormente utilizzate.

L'analisi deila risposta in frequenza si fonda sulla relazione tra la
trasformata di Laplace della sollecitazione e quella delia risposta. Si
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Moduio 8

consideri, dunque, un sistema il quale abbia la funzione di trasferimento
G(s) uguale al rapporto di due polinomi in s:

N(s)
(s-p1)-(5-p2)-(s—P3)..(8-Pn)

Gis)=k-

k & un numero realg;

* nz=m, essendo m il grado del polinomio As);

* Dy, Po... PpSOno i poli a parte reale negativa della funzione di trasfe-
rimento. | poli sono considerati semplici per semplificare il calcolo ma
nella reafta ciascunc pud avere una sua molteplicita.

Se i(s) e ia trasformata di Laplace de! segnale d'ingresso e U(s} é la
trasformata del segnale di uscita si ha:

U(s) = I(s) - G(8) [9.3.1]
Se la sollecitazione {t) applicata & sinuscidale del tipo
i(ty= Eysen @-t
Ey-o

s? +0°
tgs(t) & uguale a

e i{s)= & la sua trasformata, si dimostra che la risposta a regime

Uss(t) = Eps - |Gli - w) - sen{w -t + @) (9.3.2)

Ugs(t) = Ups- senfw - t+ @) [9.3.3]

Dail'analisi della [9.3.3] si ricava che la risposta a regime di un sistema,
sollecitato da un segnale sinusoidale e definito da una funzione di trasfe-
rimento avente i/ poli con ia parte reale negativa, ha le seguenti caratte-
ristiche:

* la frequenza defla risposta é uguale a quella del segnale applicato,

» lampiezza massima Uy, delfa risposta € uguale al prodotto oftenuto
mottiplicando 'ampiezza massima E,, della soffecitazione e il modulo
|G (j- w)l della funzione di trasferimento G(j - w) fa quale é detta anche
funzione di trasferimento armonica:

* Jjafase @ della risposta é uguale alla fase delia funzione di trasferimento
armonica G(j - ).

Si dimostra che la funzione di trasferimento armonica G(j- w) pud
essere ricavata direttamente datla [9.3.1] ponendo s=/- »

U(j o
I(j-w)

S—

G(j w)= [9.3.4]



U.D.3 La risposta in frequenza dei sistemi linsari

Poiché G(j- ¢3 € una funzione di variabile complessa, la [9.3.4] pud
essere scritta nella seguente forma:

G- w)=Re[G(j- )] +j- MG (- »)]

con modulo e fase uguali a

(i o) = {Ireats-of] +imfat o))}

mG(j - )]

|
Ay Re[G(J - ©)]

Scheda dl approfondimento.
La funzione di trasterimento armonica.

Per dimostrare la [9.3.3] si sviluppa la [9.3.1] in somma di frazioni parziali:

U(s) = Ao Mo B B + B‘
S=py S-p; S-p, S+jw S-jw

[9.3.5]

¢ A, A ... A, sono costanti reali;
* B e B' sono cestanti complesse e coniugate.

L’antitrasformata di Laplace di ambo i membri della {9.3.5] é:

fus)] = S L. SR TR | W -
§-py S$-p2 S-py S+jw s-jo

La risposta temporale u{f} del sistema & uguale a

Uty=A eP'+ Ay g2l + A . eP T+ B.e /@t 4 BY. @Ot [9.3.6]

Se i poli py, P,... p, sono reali e negativi, i termini A,-@°',

A, -efe! A .eP-ttendono a zero per t— + o e pertanto, a regime, la risposta
ug(t) & uguale a

Ul =B g i @iy g gl (9.3.7)

Le costanti B e B' calcolate con il metodo dei residui sono:

. ) .. . . : I e — .—'.
B8 sll_mj_w(s+} w) - G(s) o5 ")”"{s w) 2““}, G(-j )
B‘— ‘I“ —_— "fl' .‘; . I z —_——.'; ‘.t‘l

s—alloi-m(s ) G(s) (s+;’-a))-(s—j-co} 2-f (} )
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Sostituendo 8 e B* nella {9.3.7] si ha:

Uelt) =~ Gl 0)- 7 +ZHGlrj w) o/t (938)

Esprimendo G(j- ®) e G(—j- w) in forma polare
G(j.w)=|GU.(D)|.el @
Gl-j-w)=1G(j.-o)l-e /' ®
e sostituendo nella [9.3.8] si ha:
—_E_. i . a-Het+e) E_M i allw )
Uss(t) = 53 “G(j w)-e ]+2-j [|G(} w) e ]

Ricordando le relazioni di Eulero, la risposta a regime u,, (1) assume la seguente
forma:

ej-{w 1+ e-j{w-no]
2-

uss(t) = En -[Glj w)\-[

Ugg(t) = Epy- 1G(j- o) - sen(w -« 1 + @)

Ug(t) = Uy -sen{w- t+ @)




