sicace 2014
Data un funzione f(t) reale o complessa si definisce la sua trasformata di

Fourier, TF, la funzione F(jw) che soddisfa:

F(jo) = [Ff (t)e 1 ®dt
Qualora I’integrale esista. In tale caso vale la corrispondenza inversa, teorema:

£(t) = [*F(jw)ed® do
2T

Vale a dire che esiste una corrispondenza biunivoca tra le 2 funzioni:

f(t) < F(jw)

Da queste proprieta scendono un sacco di conseguenze.

Prima di tutto 1’aspetto ‘fisico’. Si ricorda che:

eI = cos(mt) + jsin(mt)

Quindi: f(t) puo essere considerata come una somma di funzioni sinusoidali
exp(jmt) pesate ognuna con peso F(jw)/2m. Per questa ragione F(jw) ¢
spesso detta ‘spettro di f(t)’.

Noi siamo interessati a segnali nel campo reale. Le nostre funzioni f{t)
apparterranno al campo reale. Abbiamo subito la seguente proprieta che
segue dal fatto che f(t)= f(t) (f*= complesso coniugato di f):

F (o) = [Ff ()e/®tdt = [For (1)e!©tdt = F(—jo)
Inoltre se f(-t)=f{(t) risulta:

Jo) = f(te = -l f(-W)e u=| f(te 7 dt=F(jo)

Ovvero F(jm) ¢ reale.

Corso di Elettronica Applicata, IV Anno LS Trasformate 1
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Viceversa se f(-t)=-f(t) F(jw) risulta puramente immaginaria.

Per ogni numero a reale vale che:
f(at) & lF(Ej
al \a
Infatti:

rl . .
oy Xt gLoof(X)e JO¥/adx pera<0 | (o

fa) > [ZFaoe % = 4 | :MF(XJ

—E::f(X)e_JmX/adx pera>0

Ld

Proprieta importante: traslazione temporale:

y

f(t) Traslazione di a secondi f(t-a)

—>
AN

a

»
|

v

f(t—a) & F(jm)e 7P ¢ el (t) & F(j(w—a))

Infatti:

—a .
= [reor(x)e IOt gy =

= e 108 [Foop () TIOX gy = F(jm)e I

. X
f(t—a) > [[f(t—a)e @t

Trasformate 2
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Applicazione la modulazione:

Sfruttando il fatto che eJ2tf (t) < F(j(w—a))  siha:

£(t)cos(@yt) = f(t)% (ej‘%t +e 7%t )H %[F( i(0+my))+ Fi(0-,))]

AN AN AN

0 -0

v

(0]

Proprieta importante: il teorema di CONVOLUZIONE

Supponiamo che la risposta di sistema ad una eccitazione O(t) sia
rappresentabile con la funzione h(t).
Quale potrebbe essere la risposta ad una generica eccitazione f{(t)?

Possiamo supporre la f(t) divisa
pre) in tanti rettangolini larghi
ognuno AT. Se AT €
T e T ffﬂ‘hﬁx sufficientemente piccolo

N possiamo pensare che f(t) At
sia approssimabile con una O(t),

OVVero:
7“._ f(t) AT O(t-1).
= s e t La rl.s‘posta del sistema sara
Fig. 1.5. percio:

(1) Ath(t-7).

Trasformate 3
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Quindi la risposta del sistema U(t) all’eccitazione f(t) risulta:

At;—0
UM =Xf(r)Atht-1) — [Lf(Dht-1) dr

1

(assumiamo qui che f{(t) sia definita in (- oo, o0), mentre h(t) sia definita in (0, o)

La quantita:
fty*h(ty=[*_f(h(t-1) dr

¢ detta convoluzione di f(t) con h(t).

Ebbene vale che:
f(t) * h(t) <> F(jow)H(jm)

Infatti:

f(t) *h(t) < rw[ [£_f(th(t-1) dr}e_jmtdt

Facciamo la sostituzione: (t=x+y
T=y

Da cui otteniamo subito:

dt/dx dt/dy 11
dtdt = abs| det dx dy = det dx dy = dx dy
dt/dx dt/dy 0 1
T
Inoltre:
{(t,T)‘—wStSﬂo,-ooS’tSt} ) _T[
A y

Si trasforma in: {(X’Y)‘_MSX+YS+°°7 '°°5ySX+Y}=

{(X,y)‘—OOSX-i-yS-f-OO, -0 <y, OSX}

rwasformate 4
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t=y+x )
[ £(y) [ h(x)e 1+ dxdy =

-00

f(t) * h(t) < j_*; [[_Ex, f(T)h(t—1) dr]e_j(”tdt
=y

[*=f (y)e I dy [ h(x) eI dx = F(jo)H(jo)

La cosa sarebbe stata piu semplice se avessimo ammesso -oo< h(t) <too. In
questo caso la ‘mappatura’ avrebbe riguardato due insiemi definiti
entrambi sul piano reale:

f(ty*h(t) = [*f()h(t—1) dt

Ci0 ha una conseguenza fisica importantissima:

Se conosciamo la risposta ad una percossa di un sistema, ovvero la risposta
alla 9(t), possiamo ricavare la risposta ad una qualsiasi eccitazione
semplicemente facendo il prodotto nel dominio delle frequenze.

Corso di Elettronica Applicata, IV Anno LS Trasformate 5
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Altro teorema importantissimo: il teorema della derivata

Pa: f(ty = L [FF(jw)e®do
21
Segue che: df(t)
dt

[ jo)F (e do
T

Ovvero che: (n) .
W2 L (o oo
de? 21

In modo equivalente:

AP GO) _ fron i p(1yeiotgy

dt -
Ovvero:
df(t : : d"F(im :
O orrio) e U Cjrec
dt dw

Metodo alternativo per la dimostrazione: calcoliamo la trasformata della

derivata:
_.—jot . _ . —jot
+o00 : u=e , du=-jme dt . 4o :
J i) —jot g, = f(t)e_J(’)t‘ +jotr(He I 0tdr =

—O0Q

Ceo dt av=3 O oo

. 4o
=f)e I+ joF(jm)
Si presentano 3 casi: f(t) € integrabile e continua o comunque tende a zero
all’infinito e la trasformata esiste (vedi 1/t). In tale caso il primo termine si
annulla e la cosa ¢ dimostrata. f(t) potrebbe avere un limite finito all’infinito
(vedi 1(t) o sign(t)). In tale caso:

Trasformate 6
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. “+oo . a . .
f(t)e_Jmt‘ = lim e = lim fa)e I - lim f(b)eI®?
—oo  a,b—eo —b  a—e b—oo

Supposto di fissare a e b molto grandi le 2 funzioni sopra di cui si sta
considerando il limite hanno come anti-trasformate:

[Teo., vedi poi: d(t) = 2—1n+r ej“)td(o] f(a)o(t -a) — f(b)d(t + b)

—00

Ovvero, se prendiamo a e b via, via piu grandi:

f(20)0(t - 02) — f(-02) O (t + o0)

Quindi si ha una traslazione all’infinito dei due valori limite. Ovvero peraeb
grandi la funzione in considerazione ¢ la trasformata di una funzione
identicamente nulla, che non puo che risultare nulla.

Il terzo caso interessante si ha quando la funzione ¢ nulla per t<0, ma
discontinua in 0 e continua per t>0. In tale circostanza la derivata
nell’origine esiste come distribuzione.

f(0+

T /( ) [ Supponiamo per

t,. | semplicita che f(c0)=0]
T

Trasformate
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df| _ £(0+)—f(0-)

dt tos — to
s
> = f(0+)o(t
t. | 0ot 0 (0+)o(t)
el
to. Possiamo quindi scrivere che:
f(0+)o(t t=0
sty _[[OD30 P
dt — per t>0
At

Considerando le proprieta della 9(t) si puo certamente scrivere che:

df(t) _ Af
G f(0+)0(t) + A

Questa funzione si puo con piu comodita scrivere:

g=fO1® (=H1)

Vale che: G(m) = Tf(t)l(t)e_jwtdt =Tf(t)e_jmtdt=F((o)

oo 0

Abbiamo che: 320 — IO 14 r0)5(t) (: df (t)j

dt dt dt
In definitiva:
P . u=e_jwt ,du= j(z)e_jmtdt
% (: —dz(t)j — f dz(t) eIt + £(0) =
t t 0 t dV:df(t)dt, v=1(t)
dt
. —+o0 oQ .
=1 (t)e‘J“’t‘O +jo | f(H)e I dt + £(0)
0

=—1f(0) + joG(®) +f(0) = joG(0) = joF(w)

Trasformate 8
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Considerazioni sulle funzioni fondamentali:
3(t) = [°8(t)e 1 tdo = 1

Importantissimo: la funzione ‘difficile’ d(t) viene trasformata in una
funzione costante su tutto 1’asse delle frequenze. Fisicamente la cosa e’
coerente, infatti la o(t) ¢’ definita per avere un valore solo in t=0, per cui
ci si aspetta che sia rappresentata in tutto il campo delle frequenze.

+oo
Come conseguenza ¢ valida la proprieta: §(t) = 2i | eI dem
T

—O00

Ma se: o(t) <> 1 ne consegue che:

1 1 j(Dt a
o(t) = — j+:: JOOtd(JD— lim —j+aejwtd(o— lim — .— =
27[: a—oo 27[: q—>o0 27‘c Jt ~

lim ] |eltd _gita ~ lim 1 sin(ta)
a—oo 27 _]t a—oo TU t
Ovvero:

lim sm(ta)

a—>o0

mo(t) (A)

Es.: A che cosa e’ uguale J &(X)dx

Se (A) ¢ una 0(t) ne consegue che:

Foo : +b X=ta
- J lim ) G~ i { lim f sin(ta) dt} _
-b

S a—>o0| b—>o0 t

+ba +oo
lim limf sIn(X) 4 =J sIn(x) 4
a—oo | b—ooJ —ba X —o0 X

Corso di Elettronica Applicata, IV Anno LS
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ES.: LH‘)

J®

oo
joot simmetria -
1 € o= J COS(t(D) L sin(tw) | P 1 J “sin(tw) e
2n ) __ jo 21 o ) o

2

X:_‘”t 1 [ 1set>0
-1set<O

Quindi: -
1 o S gn(t)
]® 2

1(t) & ?

: —jma :
1(t) —> B‘“e—]ﬂ)t dt = lim .1 _© | ~ lim .1 B cos.((x)a) N sin(oa) | _

—RS((D)+—— lim cos(ma)
JO a—e O

Corso di Elettronica Applicata, IV Anno LS Trasformate 10
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Ma: cos(ma) eJ®% g0 sien(t+a) sign(t—a
_ N g + g

jO 210  2jo 4 4
sign(t+a) 4
sign(t-a)
@ ‘\a Somma nulla
qui dentro.

Per a grandi la funzione in questione risulta essere la trasformata di una
funzione identicamente nulla, che non puo che essere nulla.

Il contenuto fisico ¢ evidente: la 1(t) ha un forte contenuto a basse
frequenze, giacche si estende all’eo. Ma ha anche un contributo che si
estende a frequenze elevate visto che ha una transizione netta a t=0.

ES.: metodo alternativo per ricavare la 1(t):
1 :
I(t) = 5 (1+sign(t))

Considerato che:

1 2nd(w) ¢ Slgn(t)H _1
2 J®

Scende subito per il principio di sovrapposizione che:

1(t) — md(w) + i
jo

Trasformate 11
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Teorema dell’integrale:

jf(t)dt o TF(0)8(w) + LU
Possiamo vederlo cosi:
t <t=1(t—1)=1 t
[f(T)dt = [f(Dl(t—T)dT =f(t) *1(t)

Quindi:

F(Jw)

j f(t)dt=1f(t) *1(t) < F(jw)l(jw) = F( JO))|:R6(O)) + LOJ = F(0)0(w) +
J

Oppure: ¢ oo
1 400 ot t 1 ) ) 1 t . .
f(=_ | F(@)el®do = [f(t)dt= - | F(w)el® dodt=_ | F(®) [el®dtdw

—oo T T

—00 —00

. t =00 -0
t . ot jot ot
Dovei"ej(otdt _ e-] e-] _ lim e.] _
—o0 .]O‘) . JO‘) t——o0 J(D
joot :
_¢ cos(mt . Sin(—mt
——— lim ( )+ lim ¥
JO - O t——oo ®
jot -
c . coslmt . SI(mt
=——— | lim ( ) + [ lim (1)
Q) (30 O t—stoo @ \\ﬂ'd‘
(@)
Di conseguenza:
—+o0

t 1 ejwt ;
[f(t)dt= o F(m) T+n8(oa) do cvd (Visto che 5(m)=6(w)el°°t) "
oo ]

-0

Corso di Elettronica Applicata, IV Anno LS Trasformate 12
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Riassumendo le proprieta della Trasformata di Fourier:

TABLE 2.3. Key Properties of the Fourier Transformation

Time Function Fourier Transform
f(1) F(jw)
df(t)/dt JoF(jw)
t 1
J _fer)dr o F@) + TFO0)3(w)
fi(0)* (1) Filje)E(jw)
IGIR — [ |FGa)f d
i 2w/
f(t— 1) F(jw)e /=t
f()e!™ F(jw — juwg)
ki fi(1) + ko fo(1) k\Fi(jw) + ky B (jw)

Qualche esempio:

TABLE 2.4. Some Commonly Used Fourier-Transform Pairs

/(1) F(jw)
3(1) 1
1
u(t) mé(w) + —
Jjw
o all 3
w? + a’
o IR @/wysinr
Y T 0, 1> 1, w) sin wi,
Sin wy ? 1, |w <w,
i 0, Jo|>w; _g o,
g/wo! 278(w — wp)
1 27é(w)
COS wy ! mé(w — wy) + 78(w + wy)
sin wyt —jmd(w — wy) + jrd(w + wy)

Trasformate 13
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v

Es.
1 se -ty <t<t,
f(t)=
0 se t>ty oppure t<-tg -t, t

Ovvero f(t) ¢ meglio esprimibile come: g(t)=[1(t+t,)-1(t-t,)]

.t X :
t ) —1ot| O ot —jmt .
F(jo)= | ¢ i®dt=—C _peome e sin(at)
_t jO 2] ®
(0) _tO
20
FQo)|
15 t,=10
10+
5,
OW\W\NV\AN\/\A/\N
30 5 0
.10
Fio)
6,
4,
2,
0,
_27
| | | Q)
4o -5 0 5 10

Corso di Elettronica Applicata, IV Anno LS Trasformate 14
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Es.
. JOt —J0t
f(t):SII’l((DOt):e f) 1 e 'o 1
Tt 2] mt 2] mt
F(jm) = fwe_jmtdt = i,Trasf (ij —l,Trasf (ij
K Tt 2] Tt 0, 2] Tt W+,
+o0 ¢
Ma: Trasf (itj = —dt = fwdt = —jsign()
T
Quindi:

F(jm) = —%sign((x)— W) + %sign((x)+ ®g)

Qui abbiamo 0 Qui abpiamo 2 Qui abbiamo 0

-0y Wy
sign(®+,) -sign(®-,)
‘ , l se -y <<,
F(jo) = {
0 se ®>wmy oppure W<-0),

Ovvero: F(jo) =10+ 0,)—1(0-0,)

Corso di Elettronica Applicata, IV Anno LS Trasformate 15
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Es.
f1(t) = l(t)e_at e fr(t) = e_a‘t‘ cona>0
oo , too —(jorta)t [T
F(w)= | e it)e 1®dt= [ e UOT)g=_° ‘ _—
. 0 jo+a ‘ jo+a
0
Invece:
+oo , +oo ,
B(o)= | eli(-)e1®dt+ | e 1(t)e It =
0o . +o0 ,
= je_(Jm_a)tdt+ | e Ot gp
oo 0
. 0 . —+o0
o~ (Jo—ajt ‘ o~ (Jo—ajt ‘ 1 1
— — = + =
Jjo—a L jo+a % —jo+a jo+a
_(jo+a)+(-jo+a)  2a
[a2 +o?) [a2 + ?)
O anche:

1(—t)e® = fj(—t) = Tras.(l(—t)eat ): F(-jo)=F (jo)=—
—jo+a

Corso di Elettronica Applicata, IV Anno LS Trasformate 16
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Es.
f(t) = sin(w,t)
too too
+ ) Joot . —]Oot .
fmm:f%mmwkﬂ“m=JE—ffﬂ“m—Je R
oo 2] 2j
_mdo-0,) m(0+w,)
2] 2]
Ma:
joot —J0ot
. e e
f(t) = sin(oot)I(t) = ———1(t) =———1(t)
)2 J2

Equivalente alla traslazione nel dominio delle f:

(Detta 1(w) la trasformata di 1(t))

1 1 1 1
f(t) — j—zl((o—a)o)—j—zl(a)+ W) = j—z{né‘)(m—%) +j(Ta)0)} _

—.l|:7t5((0+ (00)+,;} =,£[8((0—(00) —3(w+ wy) ]+

i2 o+ay)] 2

1 1 1 m ®

+ — =—[0(®—0y) - d(®+ m,) [+ ——

2{m+% m_%} Flso-0) -Swsogl %

Corso di Elettronica Applicata, IV Anno LS Trasformate 17
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Se: :
f(t) =sin(w,t {I(t +a)—1(t—a)}

Succede che:

a
: Jopt _ ,—jOot .
f(t) — Tsin((oot)e_Jwtdtz i e IOt =
—a ]2
—a

—i e—j((D—O)O)t a _L e_j((’)"‘(’)o)t a ~
2| ~io-0) | 2| ~i@roy) |

_ 1] 2sin[(w—wy)a]| | 2sin[(0+w,)a]
2|l (00— (©+0p)

Vale a dire che la funzione seno si ‘sparpaglia’ quando viene limitata.

1 1.5
0.5} f(t)
0
-0.5}
ho 5 0 5 10 030 5 0 5 10

Corso di Elettronica Applicata, IV Anno LS Trasformate 18
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Es.:
Valutiamo la trasformata di Fourrier del segnale Gaussiano:
o0 2
{2 i —tz—st
) Flw)= | e 20 dt
f(t)=e 20

Innanzi tutto osserviamo che f(t) € una funzione pari. Per le proprieta viste
sulla trasformata di Fourrier deve essere verificato che F(s) € R.

vediamo di semplificare:

+o0 2
o —1('[24-2(528'[4-6482 —0482) 07 t+<5 s)
J e 2(5

F(s) = Je 267 —e 2 dt

Ora applichiamo la proprieta che F(s) € R. Deve anche € %R la funzione:

t+0"s

2

2 51 1 2
S 2( )

G(s)=e 2 e 20 dt

—00

A questo punto basta porre u=t + 62s, ovvero du=dt:

+oo_1u2

G(s) = J' e 207 du =021

—00

Trasformate 1
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In definitiva:

6%, 2
2

F(s)= o\2me

La proprieta della funzione Gaussiana rimane inalterata nel passaggio al
dominio delle frequenze: la forma della funzione non cambia.

Al sola particolarita ¢ che essendo un cambiamento della variabile t nella
variabile m=1/(2xt), il coefficiente moltiplicativo di t nell’esponenziale
diviene il reciproco nel dominio delle frequenze.

Questo indica che la funzione gaussiana ¢ cosi regolare che lo spettro delle
sue componenti in frequenza sono distribuite con la stessa modalita del
segnale temprale nel dominio del tempo.

Corso di Elettronica Applicata, IV Anno LS Trasformate 20
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EEA A (amplitude)
A

Quanto dovra essere 1l minimo
intervallo di tempo a cui campionare il
segnale per poterlo ricostruire?
/ > Nell’ipotesi che il segnale abbia una
/ t@me)  larghezza di banda finita, ovvero che il
suo spettro di frequenza non si estende

FIGURE 378, Anslog Sgna o be samped all’eo, & possibile stabilire un criterio
" ben preciso.

A

La dimostrazione del criterio puo
essere svolta in modo rigoroso.

—> In modo empirico possiamo ragionare
-fm fm f (frequency) . .

considerando lo spettro di frequenza
sovrapposto da molte sinusoidi. Sia f
la massima frequenza.

FIGURE 3.7b. Frequency spectrum of analog signal

E’ facile intuire che per potere
riconoscere in modo completo f il
minimo passo di campionamento ¢

1/2f_ ¢ il piu grande passo di
campionamento che
consente di riconoscere f
senza ambiguita.

_ | Ovviamente un
= inferred signal from sample . o
— — — = original signal campionamento piu fitto
risoluzione migliore.

Di fatto il teo del campionamento stabilisce che € possibile ricostruire in
modo completo il segnale a partire dalla funzione:

oo sin(%‘s (t—nT, ))

£(t) = Z X(nTy)— ey , T, = intervallo di campionamento
T\t s

Corso di Elettronica Applicata, IV Anno LS Trasformate 21
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Nel dominio delle frequenze la funzione considerata corrisponde al prodotto
della trasformata di Fourier del segnale con la funzione filtro costante da
—2f_a 2f_, nulla al di fuori. Vale a dire che ¢ come se si fosse passato il
segnale per 1l blocco:

“]Al
— 7 Tjow) [——
0 (Jw)
¢ -m fm f (frequency)
T(jo)=1(£-2f, )-1(£+2f, ) oy

FIGURE 3.7b. Frequency spectrum of analog signal

Il problema si pone anche per I’estremo opposto. Quanto tempo dobbiamo
campionare per non perdere le informazioni di bassa frequenza?

Agiamo per induzione: campionando a intervalli regolari Ty si riconosce la
frequenza 1/2Tg. Campionando a 2Tg si riconosce la frequenza 1/4T,....

Campionando a T=nT, riconoscera la frequenza Af=1/2T. Quindi se T ¢ il
tempo di acquisizione del segnale, nel dominio della frequenza si ottiene una
sensibilita minima Af:

A (amplitude)

1Al

A
\/\v /rl[/ X M ‘
/ < > t (time) -fm fm

T Af

FIGURE 3.7b. Frequency spectrum of analog signal

—

f (frequency)

FIGURE 3.7a. Analog signal to be sampled

L’acquisizione di un segnale deve percio seguire un compromesso tra
campionamento fitto e tempi lunghi di acquisizione. Le 2 cose sono in
contrasto con la pratica perché si richiederebbe un grande consumo di memoria
acquisire tanti campioni per un tempo lungo.
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Cosa non abbiamo trattato e non tratteremo della Analisi di Fourier:

[ a serie di Fourier;
[’analisi dei segnali periodici e delle funzioni troncate;

*La FFT, ovvero la Fast Fourier Transform.

Cosa non abbiamo trattato e tratteremo della Analisi di Fourier:

[ _’analisi del rumore, teorema di Parseval, ecc.
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Sebbene le funzioni che si riescano a studiare con Fourier siano molte
resta comunque limitato il campo delle funzioni per cui esista la
trasformata. Un modo che si usa per ovviare a questo inconveniente ¢
quello di limitare la funzione nel tempo, cosa che si fa nei sistemi di
acquisizione.

Un altro metodo ¢ quello di ‘filtrare’ la funzione in considerazione in
modo da lasciare inalterata la parte di interesse.

Sicuramente 1’insieme delle funzioni analizzabili cresce enormemente
se, ad esempio, per una funzione nulla per t<0 consideriamo la nuova
funzione:

f (t)e_at dove o sia opportuno.

Es. f(t)=x"1(t) ‘ xDe~Ot  risulta assolutamente integrabile
per qualsiasi o>0.

Possiamo considerare la trasformata di Fourier di f (t)e_o‘t

f(he ™ - [f(t)e eIt = [£(1)e @Mt = Fo+ jo) = F(s)
0 0

S=0+]jo

- F(s) ¢ detta trasformata di LAPLACE di f{(t)

Infatti:
1 +oo . S:(X+j(l) 1 (X+‘

f(he™™ =— [Flo+jme®do = — JJ F(s)eSe *ds
271: —0o JZTC (x_joo

OL+oo
|:> f(t)= L j F(s)eS'ds L’integrale non dipende da o.
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Per essere piu rigorosi:

Data una f(t) genericamente continua in (0,+o) si dice trasformata
di LAPLACE F(p) della variabile complessa p=o+j la funzione
per la quale sia possibile trovare un valore o~ di o per cui esiste:

F(p) = T f(t)e Ptdt
0

La quantita o, € detta ‘ascissa di convergenza’ ed ¢ i1l minimo
valore di o per cui ’integrale esista.

Sotto tali condizioni vale la relazione inversa:

f=—— [ Fpeldp a>a
Ol—joo

0 pert<0

L’integrale non dipende dalla scelta di o, purché > ol

Fortunatamente la grande parte delle proprieta godute dalla Trasformata di
Fourier restano valide anche per la Trasformata di LAPLACE, con anche
meno restrizioni.
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La traslazione temporale rimane valida:

fFE-DIt-T) = e PEp) e fOl®)e" = F(p-c)

Il teorema di derivazione:

%wnp)_f(on ma d(f(;)tl“))epﬂp)

E cosi pure per le derivate di ordine superiore.

Il teorema dell’integrale:

t
Jf (t)dt — éF(p)
0

Il teorema di convoluzione resta valido pur di limitare a t il limite
superiore dell’]:

t
f(t)*h(t) = [f(1)h(t - 1)dT — F(p)H(p)
0

Interessante:

f(t)*h(t) = F(p)H(p) = H(p)F(p) — h(t) *£(t)

Trasformate 26
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Inoltre abbiamo 1l teorema dei limiti:

Caso 1 £(0") = lim f(t) = lim pF(p)
t—0 p—>o
<
e df
Caso 2 f(+o0)= lim f(t)= lim pF(p) se J —dt esiste
| t—>+oo p—0 o dt
+oo . 400 +oo
per parti —pt
F(p) = jf(t)e_ptdt N () L (dE —ptg,
p pJ dt
0 0
“+oo
“Lroty+ L [deptg
p pJ dt
0
Quindi:
“+o0
: . f _
Caso 1 lim pF(p)=f(0")+ lim d—e Ptat = £(0™)
0
oo +o0
: : df _pt + df
lim pF(p) =f(0") + lim | —e Pldt=f(0")+ | —dt=
Caso 2 p—0 b0 J dt dt
0 0
se l'integrale
esiste

= f(0")+f(+o0) = £(07) = f(+o)
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Proprieta importante:

Vale che: d” (f(t)l(t))
dt"

— p"F(p) ma anche che:

n 400
CE®) [ (e Pl

dp" 0

Di conseguenza:

t"f(t)1(t) > (=D" d"F(p)
dp"
IMPORTANTISSIMO:
+o00
f(t):e—t/Tl(t), >0 = Je—(pﬂ/r)t dt = F(p)= 1
p+1/t
0
eV T1(t) = (=1)! —1
(p+1/’c)
2V TY(1) > (=1 2
e (t) = ( ) (p+1/T)3
B V() - (-1}
(p+1/1:)

M=t/ Ty )0 -DH)™n!
LT e

n!

(p+1/t

e~ T1(t) - i
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Impedenza complessa di un condensatore:

V(t)= é Ii(t')dt' V(s) = éi(s)
0

Per questa ragione nel dominio delle frequenze si definisce per il
condensatore I’impedenza complessa:

7= 1
sC

Impedenza complessa di un induttore:

V(t)= Lg—i V(s) =sLi(s)

Per questa ragione nel dominio delle frequenze si definisce per I’induttore
I’impedenza complessa:

Z =sL

Siccome i circuiti elettronici ed i modelli dei componenti elettronici sono
basati sull'impiego di Resistenze, Condensatori ed Induttanze, le
soluzioni delle reti di nostro interesse coinvolgono derivate ed integrali.

Operando nel dominio delle frequenze queste equazioni differenziali
vengono tutte trasformate in equazioni algebriche che forniscono come
risultato rapporto tra polinomi.
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Gradino:
fi(t)=1(t) edanche fH(t)=1(t-T)
+co + oo —pt oo 1
Rp)= | 1(e Pldt= [ e Pldt="— == @ >0
0 0 —Pp 0 p
e Pl

F(p)=¢ PTR(p)=

Quindi:
f3() =1(t=Ty) - 1(t = Tp)

fornisce:

I(—pTy —pT
F3(p)=5(e pl—epz)

In particolare:

f(t)=atl(ty &l di al(t)

quindi:

1 la a
F4(p) =—Tras(al(t))=——= —
p PP »p
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Da: fg(t) = sin(myt)1(t)
Otteniamo:
o0 . +oo ‘
+ JOpt ,—pt —JWt —pt
E(p) = rsin(mot)l(t)e_ptdt = J A T Je “© dt=
0 12 j2
0 0
L[ e -joo)t  ~(ptiog)t T
=5l : + : = 0:;>0
32| p-w primy |
:i 1 }:l p"'j(oo_(P_j(Do) __ W
12[p—jwy, pHjo, | j2 p” + @ P+ @

In particolare:

f.(t) = cos(myt)1(t) lo deriviamo da:

d(sin(z)?t)l(t)) = @, cos(M,1)I(t) +sin(0)3(t) =
cos(og )I(t) = 1 d(Sin(CZf[)t)l(t))
E quindi: °
_ 1 _p
(P Wq PI(P) p2 + mg

Corso di Elettronica Applicata, IV Anno LS
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NB: Le proprieta che vedremo d’ora in poi sono fondamentali nello studio del
comportamento degli amplificatori reazionati.

Riassumendo:
(1>0) ¢ YTt

polo a: 1 < 0 Negativo,reale

p+1/t T
(t>0) et/ E 1(t) & polo a: 1 > 0 polo positivo, divergenza
p-1/t T
P P 2 poli complessi puri a: Zjo.

cos(m,t)1(t) < = )
(@O p2 n O)g (p+jw, )(p—jo,) La risposta prosegue
all’infinito se non ci sono
termini dissipativi.

Ora consideriamo: f(t) = cos(u)ot)e_ytl(t), v>0:

(risposta oscillatoria smorzata)

too . Hoo
+ vt —pt e(J(Do_Y)te—Pt e(_J(Do_Y)te—Pt
F(p) = rcos(mot)e e Plgs = dt + dt =
0 2 2
0 0

( (e o]

1 e(jwo _Y)te_Pt e(j(Do +Y)te_13t "

= —<J— —

2 p+Y—]0g p+Y+jmg

\

IR S SR S
2p+Y-Jwy pH+Y+]jog
11 N 1 }_lp+y+j(oo+p+y—j(o0 B

2|p+p + 2 2 2
(P¥Po P¥Po p~ +2Re(po)p +|po|

pt+Y

p2 +2Re(po)p + ‘po‘z . poli a: Xy -y. I poli sono complessi e
coniugati con parte reale negativa.
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Quindi:  f(t) = cos(o,t)e 1(t) da luogo a 2 poli complessi coniugati:

pP1=—Y+]j0, =Dpo P2 =P1 =DPo

l{ Lo }_ p+Y
2|p+tY-J0, pPtY+]jm, p2+2Re(p0)p+\po\2

La parte complessa ¢ responsabile della condizione oscillatoria, mentre la
parte reale del termine esponenziale. Se il termine esponenziale €
negativo la funzione ¢ limitata all’infinito, in caso contrario diverge.

E usuale interpretare 1’effetto della parte oscillatoria rispetto a quella
esponenziale in termini del rapporto tra parte reale del polo ed il suo
modulo:

Re(p,)

pol

Se il rapporto ¢ unitario abbiamo solo parte esponenziale, se ¢ nullo abbiamo
esclusivamente la parte oscillatoria.
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Riassumendo:

Polo negativo:

_ 1
1>0) ¢TI o ==
(v>0) (t) Ry Po =-_

Polo positivo:

(p<0) i L py=-t
p+1/p p
Poli immaginari puri:
P P

cos(m,t) <> = : :
0 p2 +(1)g (p+ joo )(p — joo)

Poli complessi coniugati:

f(t)= cos((oot)e_ytl(t) < P+ 5
p~ +2Re(p)p +|po|

®g

£(t) =sin(@ot)e” "1(t) 5
p~ +2Re(pg)p +|po

p1=—7+]0y =Dpg

P2=P1 =Po
Corso di Elettronica Applicata, IV Anno LS
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Teorema dei Residui

Abbiamo visto che sappiamo convertire facilmente la funzione di
trasferimento o il segnale presente all’uscita della rete se € composta di poli
semplici reali o complessi coniugati. Anche nel caso 1 poli siano multipli
siamo in grado di svolgere la conversione.

Per potere ricondurci a questa situazione dobbiamo quindi potere
riformulare la funzione di trasferimento o il segnale presente all’uscita della
rete ad una somma di termini elementari.

Sappiamo che la funzione che otterremo sara un rapporto tra polinomi.

Nel caso reale si ottiene poi quasi esclusivamente che il grado del
numeratore ¢ minore o uguale a quello del denominatore.

Il nostro obiettivo ¢ percio quello di arrivare a:

N(p)= Al n Aj Ap
D() p-p1 pP-Dp2 (p—ppn)"

con Grado(N) < Grado(D)

I caso) I poli siano tutti semplici, reali o complessi coniugati.

NP _, . A2 (o Ap _
(p- P1)D(p) 1+p_p2 (p—p1)+- +(p_pn)Y(P p1)
Per cui: N(p)
Ar= i P
1= ;Hgl(p pI )D( )
In genere:
N(p)

Aj= lim (p—p;j) "~
1 P—Di "D(p)
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b

IT Caso) Presenza di poli multipli:

N(p) = N(p) Y+ k = Grado(D)
D®)  (p-p1)p-p2)--(P—pk)P—Pm)’

B
Np)_ A, Ay A B - By k]
D) p-p1 p-P2  P-Pk (p-pm) (P-Pm) (P—pm)"
Quindi:
N A A A
D P
D(p) |p—-p1 P—DpP2 PPk
B B
(P-pPm) (P—pPm)
Ovvero:
: N(p)
By= lim (p—ppy) ——
Ma:
N A A A
(p—pPm)Y (p){ Lo A2 Bk }(p—pm)“r
D(p) |p—-p1 P—-DP2 P— Pk

+B1(p—pm )T +Ba(p—pm )T 2+

"‘By—l(P—Pm)"‘By

Corso di Elettronica Applicata, IV Anno LS Trasformate 36



E%f Facolta di FIS'CG-FF\AM%F?WATA DI LAPLACE, 14 Pessina Gianluigi
Biceccs

Deriviamo:
d yN() | _ K Aj -1 y d K Aj
— I p-pm) === X Wp-pm)" +-pm) —| =
dp D(p) i=1P —Dpi dp|i=1P—Di
+(Y=DBi(p—pm)’ % +(¥=2)Ba(p—pm )T +---
+ By—l
Quindi:

. d N(p)}
By_(= lim —|(p-py) —2
= lim o op)

Ovvero, per induzione:

o 1 k)
Bk - pgr;lm (Y_ k)‘ dp(y_k) |:(p o pm)

V&P)}
D(p)
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Ricordiamo che: 1 poli,e zeri,possono essere complessi. Essendo 1 poli e
zeri radici di equazioni polinomiali a coefficienti reali, non possono che
essere complessi € coniugati.

Non solo, mai coefficienti delle razionalizzazioni che si ottengono con il
teorema dei residui devono essere anche loro complessi e coniugati.

Richiamo sui poli multipli reali e cc

Per un polo multiplo reale vale la regola gia vista:

e ()

(p+1/7)"*!

Per un polo multiplo complesso coniugato si ripete sostanzialmente lo
stesso procedimento. Per esso avremo che:

Ne)_ ., B B By
D(p) p-pe) (P-pe) (p—pe)Y
R B B
+ Bi -+ B_2 2+---+—_Y+--
(P-p.) (p-Pc) (p-pc)’

Consideriamo 1l k-esimo elemento:
By _+ By
(p-pc) (P—Pe

)k
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Ma:
By Co Bk k-1 pct By Bk k-1 pet
(p-p )k (k-1)! p-po ¢ k-1
Posto: P¢ =0+ jP
Py PR BB Lot
(P-pe) (p-pc N (k—1)
k-1 ,
+ Byl /OB (lt( 1)'e°‘te_3Bt =
= | ‘eoct [J(BH@B) —iBt+ep]|2
(k=1)! 2
otk
=2|Byle . 1)'cos(Bt +0p)
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Considerazioni:
Per potere trasformare il rapporto nella forma:
Np) _ AL A
D(p) P-p1 P-P2 (p—pn )

con Grado(N) < Grado(D)

( Questa rappresentazione prevede che valga che: Grado(N)<Grado(D)-1 )
Nel caso Grado(N) < Grado(D):

NP) _ amp™ +am- 1pm‘1 +oetag _
D()  b,p" +b, p" " +-+by

_%m p" +(am_1/am)p m_1+”'+(30/am):

b p"+(by_g /by p" " -+ (b /by)

_am (P—Zm)(P—2Zm-1)(P—21)
by (P—Pn)P—Pn-1)(P—P1)

Inoltre se Grado(N)=Grado(D) bisogna isolare in qualche modo un termine in
p al numeratore:

Caso 1)
N(p) _ pPNR (p)
D(P) (P=pn)P-pPny)(P- p1)
— NR (p) Gra.(Ng ) < Gra.(D
P b p—pn)(ppp ORI <Gra D)
Caso 2)
N(p) _ (P—2,)NR (p)

D(P) (P-pn)P—Pni)(P-D1)

e NRr (p) Gra(N Gra(D
=20 e p=pa)——pp ORI <OrD)
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Regime sinusoidale

V(p) VoP=TEIVAP) o V()=V isin(o,0)1()

§— T(p)
T Convoluzione
N - N(p) Vjo®
Vo(p) =T(p)Vs(p) = (p) Tras.(sin(wyt) Vg ) = (p) 210 02
D(p) D(p) p? + 2
Consideriamo il caso in cui T(p) mostri una risposta finita alla o(t),

ovvero che non presenti poli con parte Reale >0 e, possibilmente, non
abbia poli puramente immaginari.

Terminit.c.la -
. { A A }
=|risposta -0 |+ : + :
(p—joy) (p+joy,)

Vio(‘)o
p+jw, )(p - j(Do)

Vo(p)=T(p) (
pert — oo

Dove: A= lim Vio T(P)® — ViOTng)

p—jo, (P+joo) 2]
A= lim Vi T(p)®, _ Vi T(-j0,)
p——jo, (P—j®y) -2j

Quindi: v Ty Toa)
vV _ Vio| _ 1(7J®o ®o
=25 | o+ i) o)

Ovviamente ci aspettiamo che 1 2 coefficienti siano CC, infatti:

T(p)=T(p) da cuisegueche:

T(jo,)=T (j0y) e T (i) =T({ey)
T(w,) =T, )‘GJTD(T(J'% )

T(jwy) =T (00, ) = [T(je, Y& 19T ([0))
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\/ {_ T(Ho,) , TG }z
(

Vo(p) =—2 . .
° 2j| (p+jo,) (p—jo,)

Vi :

IO(T(i0)) 0T (j®))
(p+jo,)  (p—jo,) |

. o I(T(j0o)) —jwot _ LJO(T(je0o)),jot
Vo (1) = Vio| TG, )| -

2]

Vo () =Vjo ‘T(J Mg )‘ Sin((’oot +O(T(jo, )))

=)

Fatto fondamentale. Eccitando un sistema avente trasformata T(p) con un
segnale sinusoidale puro, di frequenza ®,, si ottiene come risposta un
segnale sinusoidale avente la stessa frequenza, ma con uno sfasamento che
dipende dalla fase di T(p), valutata a jo,, ed ampiezza che diviene
proporzionale al modulo di T(jw).

Abbiamo ottenuto la “proiezione’ di T(p) sulla sinusoide alla frequenza ®,.

In sostanza si possono desumere tutte le informazioni sui poli e sugli zeri.

Questa proprieta ¢ importantissima perché consente di fare una
‘radiografia’ della funzione di trasferimento utilizzando il regime
sinusoidale.
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Regime sinusoidale se T(p) ha poli con parte reale > 0:

In questo caso la risposta alla sinusoide a regime divergera
comunque verso una delle tensioni di alimentazione
dell’amplificatore.

Regime sinusoidale se T(p) ha una coppia di poli CC immaginari puri:

In questo caso T(p) possiamo esprimerla come:

To) =)+ + >
p+jo, P—jo,

Quindi:

B N B Vipo ®,
p+jo, p—jop [ (p—joo)p+joo)

Vo(p)=1f(p)+

Percio la risposta globale sara data da dei termini (contenuti in f(p)) che si
annulleranno a regime e la sovrapposizione di 2 sinusoidi alle frequenze ®,
e ,.
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RAPPRESENTAZIONE DI BODE

Supponiamo la T(p) espressa da poli e e zeri semplici, per iniziare:

I(p-z) H(p2 —2Re(zi)p+ \Zk\z)
T(p) — 1:1 k:l ;
[T(p— pi)kHl(p2 —2Re(pk)p +|pk| )

1=1

Che puo essere razionalizzata in:

n m n m
[1z; H\Zk\z [1(p/zi =D II \Pz/‘zk‘z + 28 /|zk [p + 1)
T(p)=isl k=l =l k=1
r q o) r q o) 2
[pi Tpi* TI0/pi ~ D TT(p? /o +2xk/\pk\p+1)
=1 k=l 1=1 k=1
rik __ Re(z )
dove: A ‘Zk‘
' __Re(py)
x|
n m )
Mz Mz
Chiamiamo g il numero reale: g = i=1 k=l
r q
Mp; Mpi|”
i=1 k=1
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BICOCEN

E’ utile e pratica la seguente rappresentazione, che parte dalla notazione:

T(jw) = ‘T(ja))‘ejarg(T(j(D))

n
2010g;0(|T(jow))= 20logyolg|+20 X logylje/z; — 1|+

1=1

m
+20 z 1og10‘1 — /| + 2§k/\zk\jw{ -
-20 21oglobw/pl -1-

1=1

—ZOkzlloglo‘l—O)z/ il + 21k / \pk\jw{

Ovvero:

n
2010g10(T(j0))= 20logiglg +20 Y logi Jo? /22 41+
1=1

m

+ 20210g10 \/[1 — 0)2/‘21(‘2]2 + [2&1(/‘21{‘(0]2 —
k=1
T

—ZOZ:loglo\/ooz/pi2 +1-—

—202102410\/ [1 ?/ \Pk\ + 2 /o |of
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Naturalmente 1’informazione sul solo modulo non basta. La fase completa
le conoscenze necessarie:

O(T(jo) = arg(g)+ Sarg(jo/z — 1)+

1=1

m
+ kzlarg(l — mz/‘zk‘z + 2§k/‘zk‘ ja))—

T
— Yarg(joo/p; —1)-

1=1

q .
- kzlarg(l ~?/pi” + 20/ \Pk\J‘D)

Ovvero:

O(T(jw)) = arg(g) — > arctg(w/z; )+

1=1
' él arctg(2§k i oo/ (1 —o?/ \ZkPD _

T
+ Yarctg(ay/p; ) -
1=1

_ él arctg[Zxk / ‘pk‘ ® / (1 — (02/ ‘Pk‘z jj

(Attenzione: sia gli Z; che 1 p, hanno segno.)
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Comportamento di una funzione avente un polo semplice reale, senza zeri:

:E: Facolta di FISlCG-FF\AM%PWlATA DI LAPLACE, 24 Pessina Gianluigi
IEREEA

1
F(p) = p; <0, p;eR
p/pi —1
B 2/ 2 _
PoS =—-20logy \/0) /pi +1 ®PoS = arctg(w/p;)
Punti importanti:
PoS=0dB (ol)
w=0 =

®OPoS=0

(PoS =-3dB (0 0.7 volteil valore originale)

| ®PoS =-45° o T/4
(PoS = -0 dB
| ®PoS =-90° o m/2

|PoS|
0

8-107 | Pendenza:
) 20 db/dec
0-20 .
L

-30;

. 0
40" | |p1| o @ dPoS

10° 10" 10° 10° 10" 10° 10° _pq

60/ - f
-80; il !

10 10 10" 10° 10°
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dgr.ni;ortamento di una funzione avente 2 poli CC semplici, senza zert:

2
PoC =-20logj \/[l — mz/‘pk‘z} + [ZXk(D/‘Pk‘]z

OPoC = —arctg[2xk0)/ ‘ka(l — o’ / ‘pk ‘2 Jj

__Re(py)
IPSCI ~/ l 2c=0.011 pK
‘ xk=1  PoC(py)=-6
.20 75 3.5
Xk 5 0
@ -40- 4 1.9
25 6
1 14
34
0.0.01
0.25
0.50.4

075 Re(p )/Ip,|
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Torniamo alla risposta di un amplificatore reazionato. Ora dobbiamo
pensare che Ay e 3 possano dipendere dalla frequenza:

AR (p)

1+B(p)AR (p)

Osserviamo un fatto fondamentale. Sebbene sia Ax(p) che B(p) possano
avere poli reali e negativi, non ¢ assolutamente detto che:

1
1+ B(j0)AR (jw)

Af(p)=

soddisfi le stesse condizioni. Anzi, 1 poli di questa funzione potrebbero
essere CC, o anche avere parte reale positiva, se la reazione non fosse
adeguatamente progettata.

Possiamo scrivere:

1 B 1
1+BUOAR(®)  1+[p(jw)Ag (j)e!*I®)

La tipica condizione critica che si riscontra si ha quando vengono
contemporaneamente soddisfatte le 2 condizioni, per una certa frequenza
Wos:

B(j®0s)AR (jooos)| =1 & B(jegs) =T

Infatti in questo caso abbiamo che:

1+B(j@)AR (j@)le!?U®) =1+1(cos(m) + jsin(m))=1-1=0

Questa condizione implica che A{jwyg)=c©.
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I A

L’interpretazione precedente dei possibili effetti del comportamento in
frequenza sulla struttura reazionate ¢ la piu ovvia.

Pero ¢’¢ anche un’altra considerazione da tenere in conto, basata sulla
conseguenza del contenuto complesso dei poli.

La funzione:

1+B(j0)AR (jo)

Dopo tutto non ¢ altro che un rapporto tra polinomi. Dal punto di vista
della stabilita quello che conta sono 1 suoi zeri (infatti la funzione in
considerazione ¢ a denominatore).

Pertanto, alla luce di quanto visto ¢ fondamentale che la parte reale degli
zerl sia negativa, e che la parte complessa sia la piu contenuta possibile,
in modo da evitare la presenza di effetti oscillatori smorzati accentuati ed
indesiderati.

In definitiva, anche se il comportamento in frequenza della rete
non fosse I’aspetto fondamentale del progetto, occorre studiare
comunque in frequenza il comportamento del denominatore di
A(p). Essendo 1l suo denominatore “composto” a priori non si puo
essere sicuri della regolarita della risposta.

Al riguardo si possono applicare criteri adeguati per costringere il
sistema alla risposta desiderata, se non fosse possibile disporre di
un AO di caratteristiche dinamiche adeguate ad inizio progetto.

Trasformate 50
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LY%8tkidio dei punti critici di A(jo) ¢ legato allo studio di 1/[1+B(®)Az(j®)].
Supponiamo, per cominciare, che fe R e consideriamo i 2 casi in cui BAR(j)
abbia 2 o 3 poli reali ¢ negativi. Supponiamo di variare B da valori poco
diversi da 0, ovvero quando il sistema comincia ad essere reazionato, ad 1.

1 X 104 T T T T T T T T
0.8f -
0.6} -
odl | 2 poliper
—— 1
0.2 R (\ 1 1+BAR(jo)
()]
0] )I_ | _| p
E 1
D, l \ |
0.2} : :
/ Poli CC: risposta
04t Le frecce indicano con possibile
e Pchecrescedalal. comportamento
sinusoidale
0.8 smorzato.
1 1 1 1 1 1 1 1 |
-i0000 9000 -8000 7000 -6000 5000 4000 -3000 2000 -1000
Real
2X ’IU T T T T T T
o Risposta
15 Le frecce indicano puramente ~ i
B che cresce daOa 1. sinusoidale. .
Tr 1 3 poliper
/ |
| | I+PAR(jo)
o «— — S
© oF - [ W - .
= P:
P3 P>
-0.5¢ -
1k
1.5F
P
1 1 1 1 1 1 |
35 3 25 2 15 - 05 0 05
Real x 10* asformate 51
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Vediamo la corrispondenza nel dominio del tempo dei poli CC:

R
Ae(p)= B(p/po+1)(p/Po +1)

con: Po=—Y+jo, (y<0) (NB: Il polo ¢ a p=-p,)

Consideriamo la risposta alla 1(t) in ingresso: V.(t)=1(t)V,,:
1
Vo(p) = BAf () Vio

L’antitrasformata di questa funzione fornisce un segnale (vedi pag. seguente):

V, (1) = %{1 + mlsin(mot)eYt —cos(o,t)e™ }1@)

)

Che ha massimo per o t=m, 37,...dove si presenta il cosi detto
I’overshot, o sovraclongazione:

— 2
(&) Vo(n/mo):l<1+e(°0 L= Jpqe VXL X __Re(py)
B B K
Pk

1.4

1.2-

1,

0.8+

0.6+

0.47

0.27

0 / I I I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5
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Dimostrazione della relazione () della pagina precedente:

11 1 V. _PoPo 1 1

Vo(p)=-— — = —
O Bp(p/po +1)p/Potl) B p(p+po)p+Po)
A B B
=—+ +——
P PtPo PTtDPo
. 1
A=lm pV,(p)=—=
p—0 B
B= lim (1o+po)vo<p>=1*"’01%(—1]_1 ! p°
pP——DPo B Po )Po—Po BPo-
Ezl_ Po
BPo —Po
1]1 1 )
Quindi: Vo(p)==1—+ — { Po_ po_ } Vio
Blp Po—DPo|P+Po P+DPg

. 1 ) ®
Posto: Po ==Y+ )W = ‘po‘em, 0= arctg(- 7()) = —arctg(TOJ

Nel dominio del tempo ¢:

l M 1t | —j(0t+d) _ _jlwot+9) :
(t) = B 1+ 2j(00 e [e C ] l(t)vlo
l meyt sin(w,t + ﬁ)}l(t)vio
Bl
% E))—O‘eyt [cos(ﬂ)sin(mot)+ sin(ﬁ)COS((Dot)]}l(t)Vio
_L_em {— Y sin(oyt)+ cos(mot)}}l(t)vio
B Wo
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La carica immagazzinata in un condensatore ¢ legata alla
tensione presente ai suoi capi:

v
R
=CV
Tc 9
Essendo la corrente la derivata della carica:

1=c¥
dT

Nel dominio delle trasformate questa espressione ¢ rappresentata da:

[=sCV

Stante la proporzionalita si assegna al condensatore un’impedenza

| :
complessa Zc = RS
sC
Pero abbiamo che: 1 t
VO =VO)+ J1t) dt
0

Come tenere conto della condizione iniziale nel campo delle trasformate?

Consideriamo la funzione:

lp()=Q(0)d(t)=CV(0 )o(t) =  Ip(s)=CV(0)

V(1) -
IO“@F V(s) = Ig(s) = cvo) =20
T C sC sC S

Quindi:

V(t)= V(0 )I(t)

Per 1l principio di sovrapposizione ogni altro segnale presente nella rete si
aggiungera alla condizione iniziale considerata.
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Il flusso di campo magnetico immagazzinato in un induttore ¢
\Y % B legato alla corrente che vi circola:

L O =LI

Essendo la forza elettromotrice indotta la derivata del flusso:

yord
dT

Nel dominio delle trasformate questa espressione ¢ rappresentata da:

V =sLI

Stante la proporzionalita si assegna all’ induttore un’impedenza

complessa: 7 4L
L =

Pero abbiamo che: 1 ¢
(0 =1(0)+- [Vt dt
0

Come tenere conto della condizione iniziale nel campo delle trasformate?

Consideriamo la funzione:

Vo(t) =D(0)o(t)=LI(0 )o(t) =  Vy(s)=LI0")

1©) 1 1 1(07)
— &, I(s)=_Vols)=_-LI0)=""
V.t Quindi:

oA 1(t) =1(07)1(t)

Per il principio di sovrapposizione ogni altro segnale presente nella rete si
aggiungera alla condizione iniziale considerata.
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R[] R{] |
T,

Tl
T
|

t<0: T; apertoe T, chiuso
t>0: Ty chiusoeT, aperto

Valutare: I, (s), [ (0%), I, (<) € V~(0").

L I

Per prima cosa dobbiamo valutare le condizioni iniziali, di regime, presenti
prima dell’istante chiamato t=0. Il circuito da considerare ¢:

R, R, Detto R=R|||R, s1 ottiene che la corrente che
E—— scorre nell’induttanza prima della
I l commutazione dei 2 interruttori ¢:
1.(0) . E
. LO)=r

Mentre la ddp ai capi del condensatore ¢
banalmente: V-(0)=0 V.

Di conseguenza in serie all’induttanza va posto un generatore di tensione
avente intensita: V, (t)=LE/RJ(t), mentre in parallelo al condensatore va
posto un generatore di corrente identicamente nullo: I(t)=C0d(t)=0.

Detta: Z=R,||C, risulta che:

L[] !
L s R )(Z+sL)
Ma: Ry

1+sCR;
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Quindi:

E LE 1+sCRy
— ILe)= 7 ‘
s R (R1+sL+s LCRI)

Vediamo 1 limiti:

2
I (0")= lim S(E+LEJ( L+sCRy _ fim SESTCRy _E
R

s \s R 1+sL+s2LCR1) s—oe R g’LCR; R
L ()= lim S(E+LEJ 1+sCI§1 _E
s=0 \s R (R1+SL+S LCR;) Ry

Inoltre a1 capi di C abbiamo:

R E LE R
Ve® = L) = ( j 1
+sCRy s R (R1+sL+s LCRI)

Di conseguenza:

Ve(07) = lim S(E+LEJ R12 = lim LE 2SR1 =0
s—e \S R (R1+sL+s LCRI) s—e R §“LCR;

Come era da aspettarsi visto che in un tempo trascurabile non ¢ possibile
cambiare la ddp ai capi di un condensatore.
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Si supponga di dovere elaborare un segnale di cui si conosce la larghezza di
banda, ma non sia predeterminata la forma del segnale. Un esempio classico ¢
il segnale audio, avente un’estensione di banda di circa 20 KHz, ma con
tonalita non predeterminate.

Per questioni riguardanti soprattutto 1 disturbi che possono venire sovrapposti,
non ¢ mai conveniente trattare il segnale su di una banda di frequenza
superiore a quella del segnale. E’ opportuno aggiungere in cascata alla catena
di amplificazione un filtro con caratteristiche opportune:

A Te(s) [
Vi ( ) /‘ /‘
AV

i V. =AT(s)V,

dB 4

Idealmente 1l filtro posto in cascata dovrebbe
avere una sagoma “squadrata”. Sebbene con
1 filtri cosi detti attivi ci si riesce ad Vi
avvicinare, con i filtri cosi detti passivi ci si
avvicina solo in forma asintotica.

Sv

Vale a dire che un filtro passivo applica una
certa attenuazione nella banda utile del
segnale, con una perdita di segnale.
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Il piu semplice filtro passa-basso passivo che si possa realizzare ¢ il filtro
RC:

Vo 11
i S Vi 14sCR l+st
vQ T Vol o1
V| 1+(or)?
1/t
1
o , Alla frequenza del polo, 1/7, ¢:
-20 dB/dec
_ ,
01 Yo =%=0.7=—3 dB
Vs w=1/1 2
0,00 g N
10 10 10 10
Hz

Proprieta importante utile per una caratterizzazione di un circuito:

Applichiamo al filtro un gradino V(t)=V ,1(t):
1L Va_11 1

V. = =
© I+st s Tss+l/7

Va

RE. _h -t
_|:S S+l/’C}VA = Vo(t)—[l S ]l(t)VA

Dalla curva ottenuta il valore di T lo si ricava come soglia oltre la quale si

ha il valore asintotico. Per esempio a t=5T V ¢ uguale a V, a meno dello
0.5 %.

Questo asproccio pero non ¢ sempre il piu preciso, specialmente quando i
segnali sono piccoli e 1a risoluzione dello strumento di misura potrebbe
creare limitazioni.
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=

1.2]
1.1]
|

08-2_ Piu semplice ¢ trovare i punti in
0.7t 1 cui il segnale passa attraverso 2

g-g_ | wvalori ben definiti.

0.4] : :

0.3/ Un approccio st?mdard ¢

0.2] 1 considerare la differenza

0-; o1 temporale degli istanti a cui il

0 2 4 6 8 10 segnale supera il 10 % ed il 90

% di tutta la sua ampiezza.

Supponiamo di volere trovare ’istante t, in cui V(t, )=V ,, 0<1:

1
taznn(_j
-

tp.1=0.105t pera=0.1

In particolare:
tp.g =2.303t pera=0.9

Si definisce “rise time” la differenza t=t, -t ;:

22 22 1 035
g 2T f3g  f34B

tr=tp9—tp.1=2.21=

Questa definizione ha un carattere piu generale. Ogni volta che vogliamo
fornire una caratterizzazione semplificata del comportamento in frequenza
di una rete la modellizziamo con un polo dominante caratteristico a cui
possiamo associare la misura di rise time sopra indicata.
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— V, Se nel filtro passa basso indicato abbiamo che
V, T >> di tutte le altre costanti di tempo della
CT rete possiamo approssimare:
Vo 1 1

— ~

Vg 1+st 87

Ovvero il circuito ¢ approssimabile ad un quasi-integratore.
Equivalentemente, filtrare a basse frequenze un segnale significa farne
un’integrazione.

Come controparte del quasi-integratore abbiamo

ci V. il quasi-derivatore:
v || Vo  sRC st
Q 0 Ve LesRC st

In questa circostanza se la costante di tempo 7 risultasse << di tutte le
costanti di tempo della rete, potremmo approssimare:

Vo ST
= = ST
Vg I+s7

La rete si comporterebbe pertanto come un quasi-derivatore.

Filtrare ad alta frequenza un segnale equivale a dire che lo si differenzia.

dB A
0 1/t ©

/20 dB/dec
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Il piu semplice filtro passa-alto passivo che si possa realizzare ¢ il filtro

CR:
Vy,  sCR ST

S Vy 1+sCR  l+st
Vs Q R Q Vo ‘ _ W7t
Vsl i+ (o)
dB 4
0 1/t ® Alla frequenza del polo, 1/7, ¢:
A/+20 dB/dec A _ N 07
Vs o=1/1 V2

Proprieta importante utile per una caratterizzazione di un circuito:

Applichiamo al filtro un gradino V(t)=V ,1(t):

ST VA 1
V, = —
l+sT s s+l/1

= Vy()=e VTI(t)V,

Va

Come nel caso precedente possiamo cercare di caratterizzare
I’accoppiamento AC con la stessa tecnica.

Trasformate 63
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1
0.9
Consideriamo ancora la
differenza temporale degli
istanti a cui il segnale scende da

90 % al 10 % della sua
ampiezza.

0.8

0.7

0.6

0.5F

0.4

0.3}

0.2

0.1}

Il L | | |
0 1 2 3 4 5 6
x 10™

Ancora avremo che I’istante t, in cui V(t, )=0tV,, 0<I:

t —’cln(Lj
o l—o

tp.1=2.303t pera=0.1

In particolare:
1 PATHEOHE {t().g =0.105T pero.=0.9

Si definisce “fall time” la differenza t=t, ,-t, o

22 22 1 035
g 2m f3g  f34B

tr=tp1—tpo= 2.21T=

In questa circostanza f; rappresenta la frequenza di accoppiamento in AC.
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I filtri a singolo polo hanno il difetto di mostrare un’attenuazione di 20
dB/dec, oltre alla frequenza del polo. E’ ovviamente possibile garantire
pendenze piu ripide.

R \% R
C+——F— T +— Yo
Vs@ cl cl
1+sCR
7 =Lz LT
A sC 0
Z 1 1 Z
VA = A Vs V0 = VA = A Vs
ZA +R 1+sCR 1+sCR Z +R
Da cui: i
V., = V.
® §2c2RZ+3sCR+1
\A 1

V ju—
8§ \/9(02C2R2 + (1—032(:21{2)2

Va osservato che la funzione presenta 2 poli che non coincidono con
1/RC. In particolare per w=1/RC I’attenuazione risulta:
1

Vo 1 0.7
7 =-=0.33=-9.5dB «— -20 dB/dec
Slw=1/RC
I 2 poli si trovano invero a: 01l
~0.381 |
CR —
P12 = -40 dB/dec
B 2.618
0,01l
CR 10 10 Hz 10 Trasf®mate 65
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Vi (1+sRC)?

I poli si trovano a: 1

MQZ—EE

Ora per ®=1/RC I’attenuazione risulta di 0.5, ovvero -6 dB.

¥
0,1 :
: +<—-40 dB/dec
0,01+
10° 10" 10° Hz 10°

La frequenza -3dB non coincide con la posizione dei 2 poli, ma con la
frequenza:

1 0.65
=07 = oypg=—

2 52 2) T
(1+(o3dBR C
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Consideriamo I’opportunita di implementare una rete che consenta di filtrare
una banda di frequenza. Questo tipo di approccio si adotta spesso quando si sa
che il segnale ha dei contenuti informatavi definiti, di cui non si conosce a
priori la forma.

c LY v

1 | ll\VAw_l_ L=
Q RV T

V , ha uno zero nell’origine. Quindi viene applicata
sCiR| y. unaderivazione del segnale di ingresso: le

Vy =
A 1+sC{Ry ! componenti di bassa frequenza vengono percio
attenuate.
1 1 C{R
o~ Va Vo= —1°]
1+SC2R2 1+SC2R2 1+SC1R1

Supponiamo, come esempio, che la frequenza di taglio del filtro passa alto
sia molto minore di quella del filtro passa basso: 1/C,R,>>1/C,R,. Il profilo
che otteniamo presenta un’attenuazione di -3dB alle frequenze dei 2 polj,
che verranno a coincidere con 1/C,R; e I/C,R,:

dB 4
Q)

Y P 0
/\ 7
-20 dB/dec
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Ritorniamo sul problema di volere realizzare un filtro passa-basso con
caratteristiche che si avvicinino il piu possibile alla risposta quadrata.

dB 4
Sulla base delle conoscenze maturate fino ad ora
dovremmo porre in cascata n filtri passa-basso a
singolo polo, dove, per comodita, R,=...=R_ ¢
4 C,=...=C,
f ®
Rl
V.

Se vogliamo che alla frequenza di taglio f, I’attenuazione sia contenuta,
diciamo 1l solito 30 % o -3 dB, dobbiamo imporre che la frequenza di tutti 1
poli coincidenti 1/RC=2 rf, soddisfi:

1
~ = 0.7=0a
\/[1+(fc /fo)z] O 12 poli
10 ——
Da cui deriva che: A ; Hy
n fOIfC -10 2
107% /
¢ 2 1.52
-240 dB/dec
fn = C
0 L mm) | 4 | 226
N 27 |10
02N 8 | 327 |10
12 | 4.04
10° 10" 10° 10°

Dovendo essere f>f, si ha che I’ampiezza non ha un andamento asintotico a
partire dal punto a -3 dB.
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E’ possibile realizzare filtri con funzioni di trasferimento che cercano di
avvicinarsi alle condizioni ideali. Nella forma classica questi filtri sono
composti da resistori, condensatori ed induttanze. Purtroppo le induttanze sono
componenti “scomodi” perché occupano spazio, non sono precise, mostrano
dipendenza dalla temperatura.

Nelle applicazioni coinvolgenti AO reazionati le induttanze possono essere
comodamente sostituite dagli AO stessi, in grado di gestire 1’energia assorbita
dalle alimentazioni in modo analogo alle induttanze, se reazionati in modo
opportuno.

I filtri che fanno uso degli AO in luogo delle induttanze vengono chiamati
“filtr1 attivi”, in contrapposizione con 1 filtri passivi che impiegano solo
resistenze € condensatori.

| filtri di Butterworth

L’idea ¢ quella di realizzare una funzione a piu poli capace di mostrare la
stessa attenuazione alla frequenza di taglio a -3 dB indipendente dal numero
di poli impiegati:

Guadagno (dB)

1
H(w)|=
\/[1+(f/fc)2n]
0

-10 Z Secondo questa ottica si
~20 \\\ if; ottimizza il modulo della
-30 ‘\ funzione di trasferimento, non la

\
e P\ fase.

n=8 \ n=4
-50 \ G
8 X, fIf) .

0.1 I 10
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Mettiamo in evidenza la differenza fondamentale tra un filtro attivo, che
stiamo iniziando a studiare, ed un filtro a n poli in cascata che abbiamo visto:

‘anoli ((D)‘ = \/[ 5
1+ (f. /1,
( C O) Differenza fondamentale

1 - :
H (27f. ) = rispetto a sotto:
‘ npoh( © )‘ \/271 _ I’attenuazione alla

frequenza di taglio
fso0 _ f(f)l Il comportamento
7 asintotico ¢ invece il
medesimo al filtro sotto

fl'l

‘anoli (2mf )‘

‘Hattlvo ((0)‘

J[H 05,

‘Hattivo (2mt, )‘ = ﬁ

Differenza fondamentale
rispetto a sopra:
I’attenuazione alla

frequenza di taglio

Il comportamento
asintotico ¢ invece il
medesimo al filtro sopra

f —oo \fcn
/fn

‘Hattivo (an)‘
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Come ricavare la funzione matematicamente ed anche con una rete attiva?

Matematicamente si agisce algebricamente.

Es. a 2 poli.
Supponiamo di essere in grado di realizzare funzioni a 2 poli:
2
1 ‘2 1 ‘ Tesi 1
2 B - 4
(S/(Dinc) +1/Q(S/winc)+l‘ (1_(f/finc)2) +jf/innc 1+(f/fc)
1 —
2 2
(1 - (f/ finc) )2 + (f/ innc)
1 1

1+ (f/ finc )4 - 2(f/ finc )2 + (f/ Qfinc )2 1+ (f/ fe )4

I polinomi di ordine superiore si possono ottenere considerandoli come
prodotti di polinomi a 2 poli, ed uguagliando 1 coefficienti quando si
impone ’uguaglianza dei moduli alla funzione di Butterworth.

Pur di complicare le cose ¢ possibile realizzare filtri a caratteristica
ancora piu tendente all’idealita.

Un esempio sono 1 filtri di Chebyshev.
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si ottiene un risulto piu consono con il modulo della

funzione di trasferimento pur di tollerare una certa “ondulazione” nella parte
piatta. L ampiezza dell’ondulazione si puo modellare agendo sui coefficienti

dei polinomi.

(ondulazione +0,4 dB) La fOI‘ma della funZione dl

T Chebyshev ¢ piu complicata

0 di quella di Butterworth:
-10f—
\ N
- '2(] . R

1

H(w)|=

\/1+82C121 (f/£,)

i) Dove € tiene conto della
ondulazione sulla parte
piatta, mentre C sono dei
polinomi.

Anche 1 questo caso la
funzione di trasferimento ¢

rappresentabile con il

prodotto di polinomi di II

grado.

I coefficienti da usare nei

polinomi sono forniti da

]
)
E n=4s
- Py
: NN "
& -30 |
] |
= \ \
S —40 1 y
n=
-350 BEEE Y
- 60 ! i
0.1 1
(a)
0 P
-10
S -2
& -30
-
=
G -40
-50
- 60

0.1 1

o 0 tabelle.
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Ci sono filtr1 ancora piu rispondenti alle caratteristiche ideali. Questi sono 1
filtri ellittici. In piu dei filtri di Chebyshev inseriscono un’ondulazione anche
nella parte attenuata.

l Guadagno
0 Butterworth
=0 / Chebyshev
— 20
Ellittico

-30+ Filtro

L, passa-basso
ideale
—40} el o
=50+

0 1 2

I 3 tipi di filtri visti presentano una buona attenuazione oltre la frequenza di
taglio a -3 dB. Tuttavia sono inadeguati nel filtrare segnali che non siano
sinusoidali, perch¢ introducono delle distorsioni che possono essere
fastidiose e deformanti.

Per questa ragione sono stati introdotti 1 filtri di Bessel o Thomson che, a
scapito di una peggiore caratteristica della parte attenuata, sono in grado di
distorcere in modo impercettibile il segnale.

Siccome i1l modulo della funzione di trasferimento dei filtri di Thomson ¢
confrontabile a quella dei 3 filtri visti, abbiamo che fa la differenza di
comportamento sta nella variabile che non abbiamo ancora considerato: la
fase.
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Associato alla progettazione della matematica dei filtr1 di Bessel ci sta il
concetto di ritardo.

Una funzione di trasferimento che non ha effetti sulla manipolazione del
segnale ¢ data da un coefficiente moltiplicativo ed un termine di ritardo:

H() = Ke /%

Abbiamo visto che I’applicazione di un segnale f(t) ad una tale funzione ci
fornisce la funzione traslata, ma non modificata:

Vo () =KE(t—t,)

Sappiamo che una generica funzione di trasferimento possiamo esprimerla
come:

T(w) = [T(w)|e I PT@)

Parafrasando quanto visto sopra ci aspettiamo che se lo sfasamento di T(w)
fosse proporzionale alla frequenza il suo effetto sulla distorsione del segnale
sarebbe minimo, al piu lo traslerebbe nel tempo attenuandone magari alcune
componenti in frequenza.

In genere la dipendenza dalla frequenza della fase € una funzione
complicata. Pero possiamo considerare la sua espansione intorno all’origine:

O(T(®)) = ay + a0+ 270 + -

Se vogliamo costruire una funzione con sfasamento proporzionale alla
frequenza, o almeno 1l piu possibile tale nella banda di interesse, dobbiamo
ottimizzare:

dCI)(dT((D)) ~a]+2ar®w+---
®
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dO(T(w))
dw

Thomson ha fatto proprio cosi. ®(T(w)) sara I’atn() di qualche cosa e vale
che:

~aj+2ay0+-

1
atn(x) =x X +1X5 —...
3 5
Supponiamo che il filtro sia a 2 poli:
1
T(s) =
S”+ais+ay
Vale che:
®(T(w)) = —atn| 31‘2”0
40 1-0“/a,
E quindi:

3
_ 1 a1, 1 a1mq
CI)(T((D))——a — 3 — —...
ol-m"/a, 3ajll-m"/a,

Con un po’ di espansione binomiale:

3
a a a
O(T(@)=—L o+ -1 +L W —...
a0 ag 3ag

Ora, desiderando:

O(T(w)) = —t,®

Corso di Elettronica Applicata, IV Anno LS Trasformate 75



S Ll XY

@ Facolta di Fisica di Milano B‘ﬂﬁbendice E (10) Pessina Gianluigi

a; _
— =1
dg
<
3
a a
——;+—13 0
| ag,  3ag
Cioe:
fa B 3
0=
< tg
a; =tpa,

Applicando lo stesso principio per un polinomio generico di grado n si ha:

(2n—k)!
Ak = n—k
2% k! (n —k)!

E questi sono 1 coefficienti dei polinomi di Bessel.
Da questi coefficienti si puo costruire una tabella che soddisfi le celle
di circuito che vogliamo implementare. Come si vedra piu avanti.
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O(T
OTO) 2.
()

Percio dobbiamo imporre che a, sia grande rispetto ad a,, a,,....

Questa ¢ stata la filosofia di Thomson che ha cercato di realizzare una
funzione simile alle precedenti, ma con in piu la costrizione di avere una fase
il piu possibile lineare con la frequenza.

Il risultato € stato ottenuto sfruttando le funzioni di Bessel.

Risposta in ampiczza A differenza che nei 3 tip1 di
B .' filtr1 precedenti la parte
LT attenuata del filtro ¢ piu

8 -10 NN | dolce. Pero la parte piatta,
S 20 E 1l \\ \ ; precedente la frequenza a -3
) \'* niz 2 p
< 3 N/ dB ¢ estremamente regolare.
L | i \ AR
E Ty e i \ \\ N

-50 \ \ hE ¢

n=38 = h\\
-60 fif)
0.1 1 10

(a)

Risposta in fase

0 ; La fase dei filtri di Bessel ¢
g \ praticamente proporzionale
T _nn alla frequenza, almeno a
- 4 \
2 ~——— basse frequenze.
o (f1f)
0 0.5 1 6, 2
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e
[

NIRRT

I1 confronto diretto tra 1l ritardo dei filtr1 di Bessel e di Butterworth ¢
eloquente.

6-pole
Butterworth

|

Er 6-pole
2" 'Bessel
1

N R AN DU U B . J
0 0204 06 08 1.0 1.2 14 16 1.8 2.0

delay (s)
F-

frequency (radians/s or w)

Il ritardo di un filtro di Chebyshev da un’indicazione del fatto che I’ampiezza
in questo tipo di filtri va a scapito della risposta.

) e 7 AR o il ISy Gl d ks
|
|
|

Delay
(s)

o (rad/s)

FIGURE 2.6-5
Delay of Chebyshev functions with 1-dB passband ripple.
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La regolarita della fase si riflette direttamente nel comportamento nel
dominio del tempo.

Il discostamento della fase dall’essere proporzionale alla frequenza porta ad
una distorsione del segnale di uscita, se il segnale non ¢ una sinusoide pura.

Tipico esempio significativo ¢ la risposta del filtro al gradino.

1.0

Abbiamo visto che nel
filtro Chebyshev il ritardo
s1 differenzia
maggiormente che nel
filtro Butterworth
dall’essere costante.

rn 0.6

0.4

0.2

0

E_;mz.u " A sua volta il filtro
 acsesis Butterworth non presenta

un ritardo costante.

YT T T Tt T qlrisultato € che nel filtro
| ] | | | | |
b e AINON Nl 1L o Chebyshev ’overshot ed
I \ | . . . .
L IN S —_ il ringing nella risposta al
o i e i / . 1 T~ 7~ gradino ¢ piu pronunciato
| | |
ey B O R W S SN - che nel Butterworth.
| , f 1 ' |
B = — | 4 N 40| R | Lfff‘ 2 i L — e i
| | | |
| l | | |
| | | |
0.2 - H =4t FEeSdiessbosdss s et = ==
| i | | |
l | |
] | ‘ L ‘ |
il 4 L 12 Ih )|
FIGURE 2.7-7 |

Step responses for 1-dB-ripple Chebyshev functions.
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I1 filtro Bessel presenta una risposta estremamente piatta all’eccitazione a
gradino. La distorsione inserita al segnale ¢ insignificante. Il risultato ¢ la
conseguenza diretta del mostrare un ritardo costante con la frequenza.

Nella risposta di Bessel il gradino appare come ritardato. Possiamo pensare al
ritardo al punto dove il segnale ¢ al 50 % del massimo.

1.0

0.8

riny 0.6

0.4

0.2

(=]

1 | L
0 1.0 2.0 30

FIGURE 2.7-8
Step responses for Thomson functions.

0.6% oversho

KN\
10— ™ \)ﬁél._
Il confronto nella risposta

~ 6-pole Chebyshev (0.5dB ripple) al gradino dei 3 filtri
mostra quanto sia piu
fedele alla forma del
KRl CEass! segnale di ingresso la
risposta del filtro Bessel.

6-pole Butterworth
0.5 )

amplitude response

1 1 i .
0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0
time (s)
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Il modulo della funzione di trasferimento dei 3 filtri studiati mostra che la
riposta che presenta meno distorsioni nel domino del tempo ¢ accompagnata

da una maggiore “dolcezza” nell’attenuazione oltre alla frequenza di taglio a
-3 dB.

T T I T 1 T TTTT IR ERHIIIEEEEE
1.8 ' : Butterworth 3 1.0¢ } biid : j Bessel )
€ = I VO : £ F . & 3E S
25 - . WSO N _:?" [ 1 e
‘-"5 B I : Ii I \\\ i\ 'g S ; I JI i JI_'_ | ‘\ |
i tl ! = . ] i n=2
g Ol= \\\ 5 = g 01 éhﬂ
S E oAt a=d3 g r ! XX
Z - EE 2 [ ] ) \
st T ori - e —— X L
° | I ; N ° [ [ n=4
2 00 n=6 \ i £ oo g e\'
S £5! iSs : n = 6 31y
5 T =8y ® N
[ | [d A\ | [ n=8\ \\ |
T ! [ ! i . | i
0.001 CL T AV N B5a0 L L L1 ANTIN
0.1 1.0 10 0.1 1.0 10
normalized frequency normalized frequency
A B
| T T ‘TT_'TI T T rl!rlL‘. T 1’ '! T T 1117 I1m
! = il Chebyshev | Chebyshev
1.0 |m—— . 1.0 — Y E
; ‘x\\ (0.5dB r4p|::l$}5'. = = (2.0dB ripple)
€ t £
> f T Ry T > NN
5 1 H 1]\ N | = .j \
. f _ ‘
> 0.1 | | \\\ | | = 0.1 \
@ 123 = =2F 2 T
- X ~ 1 2 - c - 1
5 H— < % *n=2
& m— . 2 e X
g at 3 LW W A
= 1\ = 1\ \n=4
% LA ) | W\ N
£ 0 == £ 001 n=8 Sk
g_ n‘=6 ; X g' Tt
- 1 B e © n =8 14—
Tn=8\ X ] D
| | N f .,
! ! ] I
0.001 1 ! || \ AR 0.001 | 1 \ \
0.1 1.0 10 0.1 1.0 10
normalized frequency normalized frequency
C D

Figure 5.17. Normalized frequency response graphs for the 2-, 4-, 6-, and 8-pole filters
in Table 5.2. The Butterworth and Bessel filters are normalized to 3dB attenuation at unit
frequency, whereas the Chebyshev filters are normalized to 0.5dB and 2dB attenuations.
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L’1mplementazione circuitale di un filtro attivo a 2n poli prevede la cascata di
n reti a doppio polo. E’ possibile implementare anche reti a 2n+1 poli. In
questo caso 1l polo “dispari” viene implementato con una rete standard a
singolo polo.

Esistono 2 soluzioni per ’'implementazione della rete a doppio polo. Le 2
soluzioni sono una conseguenza dell’altra.

La rete originale ¢ il cosi detto filtro di Sallen-Key

a VA.R—Z.

Le equazioni che Ry 145CoR
governano la rete sono: Vo

Risolvendo:

Vo = : Vs
2
S C1C2R1R2 + S(Rl + Rz )Cz +1
= 21 . Vs
1+(s/ @) +Q(S/(Do)

con.
W 1
CiCoRIR
1_(R{+Ry)C)
Q /CICoRR;
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Nella forma piu classica i parametri del filtro sono espressi come:

mR
|—|VA I&I

I L + VO
Vs@ L =t
T L

nC
Da cui:
1 Vo = 1 v,
_ 0=
0o = CR\/E . sznmRij+s(m+1)RC+1 i
/ = V,
nm S
Q=—— 1"‘(5/(00)2"‘(12(3/(00)
(m+1)

Di conseguenza scegliendo opportunamente n, m, R e C si puo fare
soddisfare alla funzione di trasferimento trovata i parametri opportuni per
fare soddisfare le funzioni descritte.

Nei casi in cui Q risulta essere > 1 (vedi pagine successive) non ¢
possibile fissare n ad 1.
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Una seconda soluzione, che aggiunge piu liberta di scelta, ’abbiamo se
consentiamo all’amplificatore di avere un guadagno > 1:

@ |_| L + VO
_— CI ~

Ora 1l guadagno dell’amplificatore ¢:
R AT RB
RA

K=

Il circuito equivalente diviene:

La rete si risolve a partire da:

Vs —=Va =sC;(Va _VO)"‘ sCo
Rl 1+SC2R2

Va
1+sC,R,

Va

Vo=K
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piErtEiluzione del sistema fornisce:

K
VO = 2 VS
s“C{ChR1RH + S[(RI +R» )Cz +(1- K)R1C1]+ 1

In questo caso abbiamo una sorta di grado di liberta in piu. Di solito si sfrutta
questa opportunita ponendo: R,=R,=R e C,=C,=C:

|R—|VA |R—| K Vo
| I— | I—
WQ L=
c cl
Vo=5 55 > Vs
s“C°R“ +s(3—K)RC+1
Xy
1+(s/ ) "‘(1)(3/(’30)
Dove:
@ =1
° CR
l=3—K = Q=L = K=3—l
3-k Q

Nei filtri di Butterworth, Thomson e Chebyshev Q ¢ sempre > 1/3.

Pertanto questa configurazione si adatta a detti filtri ed a qualsiasi
scelta del numero di poli.

In particolare risulta sempre che K < 3.

Osservazione: per tutti i tipi di filtro visti scambiando di posto le resistenze
con le capacita e considerando il reciproco del coefficiente della frequenza

delle tabelle si ottengono filtri passa alto.
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Per ottenere un Q adeguato alla realizzazione dei filtri attivi si € reso
necessario aggiungere una piccola reazione positiva al sistema. Infatti se si
andasse a verificare, 1 filtri considerati hanno poli complessi € coniugati.

D1 principio, la piccola reazione positiva potrebbe portare instabilita.

Sappiamo pero che se T ¢ < 1 a partire da una frequenza ben < di 180° non vi
sono problemi.

Per verificarlo, studiamo il guadagno di anello supponendo I’amplificatore
ideale, nell’ipotesi semplificava che siano uguali le resistenze e le capacita:

R R (
V Vv VA sC
2 RET V1 =V SC= + \%
e B L | K ( T A) R 1+sCR A
T VRET = v
C T i RET 1+sCR A
Qv
Risolvendo si ricava:
T = VRET sCRK
VT 1-(0/o, ) +3s/0,
Va da se che vale:
A= ARE
1-T
Visto che la reazione ¢ positiva deve essere garantito che |T|<1 V:
212 K<3 2
‘T‘z _ ((D/(Do) K < ((D/(DO) 9 Vo

[1 — (/o )2]2 +9(0/ @, )2 [1 — (/0 )2]2 +9(0/ @, )2
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'].Ese;npioz filtro Butterworth a 6 poli con frequenza di taglio a 1 kHz.
Tabella 4.1 — Esempi di tabelle dei

Filtro di tipo Butterworth pass

n Jor Qi Joz 107 Jos (0F
2 1 0,707
3 1 1,000 1
4 1 0,541 1 1,306
5 1 0,618 1 1,620 1
6 1 0,518 1 0,707 1 1,932
7 1 0,555 1 0,802 1 2,247
R v R R v R
A A
@ 2] Vo, e NV,
V. N — e 1
T T v
C C
RBl RBZ
RAI RAZ
R v R Ognuno delle 3 celle deve soddisfare:
A ™ 1 1
LI + VO a)o - K=3-—
1 CR Q
C:: cl ’ Scegliendo per tutte C=100 nF abbiamo che:
R= L =1592 Q
" Rp; 27100 NF
A3 Poi, dalla tabella: K,=1.0695, K,=1.5856 ¢
K;=2.4824. Quindi, per esempio, scegliendo
R, =R, ,=R, ;=1 K Q:
_ RA + RB _ E . _
K= Ry TRy = R =RAlK-1) aiR, =695 0, R,,=585 Qe

R,,=1482 Q
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Ora filtro di Thomson a 6 poli a frequenza di taglio f,= 1 KHz
Filtro di tipo Bessel passa-t

n Jor 0, Joz2 Q> Jos Qs
2 1,274 0,577

3 1,453 0,691 1,327

4 1,419 0,522 1,0591 0,806

5 1,561 0,564 1,760 0,917 1,507

6 1,606 0,510 1,691 0,611 1,907 1,023

— ~ - -« o oa ~ o roa P B

Volendo soddisfare la condizione sulla fase abbiamo un parametro in piu per
ogni cella. Cerchiamo di soddisfare i coefficienti con celle a guadagno
unitario.

Rov, R v, R
@ {1} L \ VOI I‘E L + Voz
\% - — - —C,
T T F T
R, R,
L: {1 Ora facciamo in modo che in ognuna delle
L C celle le resistenze siamo uguali (m=1) ¢ le
T L capacita siano diverse (n#1). Quindi risulta
Cs che:
nm \/H . .
Q=———-=>Q=— quindi r1:4Q2
(m+1) 2
1

Selezionate le 2 capacita sara: R =

21f, fo:Cv/n

Attenzione al vincolo: in ogni cella la frequenza da considerare non ¢ f, ma
f moltiplicata per il coefficiente f, dato dalla tabella.
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Filtro di tipo Bessel passa-t

n Jor 0 Joz 0 fos Q3
2 1,274 | 0,577
3 1,453 0,691 1,327
4 1,419 0,522 _ 1,0591 0,806
5 1,561 0,564 1,760 0,917 1,507
6 1,606 0,510 1,691 0,611 1,907 1,023
1
2 R =
n=4 =
Q 21t £ C/n

Per cui, se C,=C;=C=1 nF otteniamo che:C,=1.04 nF, C,=1.4932 nF ¢

C,=4.186 F.

R,=95300 Q, R,= 63060 Q ¢ R;=19947 Q
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Un secondo tipo di applicazione, di cui esempio piu evidente ¢ la trattazione
del segnale proveniente da un rivelatore di particelle, si ha quando il segnale
ha forma predeterminata, la cui ampiezza ¢ I’unica variabile in gioco.

Il segnale viene sagomato in modo che la forma finale abbia caratteristiche che
soddisfino esigenze di rumore, di frequenza di ripetizione etc.

La tipica catena di acquisizione analogica di un segnale proveniente da un
rivelatore nucleare standard segue le seguente fasi:

>

Qa(t) L j _l_ Filtro

U VS

1/s S

La particella incidente genera un segnale molto veloce, approssimabile ad

una O(t).

Il segnale viene integrato ed amplificato. Quindi filtrato per ottimizzare il
rapporto Segnale/Rumore, S/N.

Vediamo come si possa realizzare un filtro.
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Un secondo tipo di applicazione, di cui esempio piu evidente ¢ la trattazione
del segnale proveniente da un rivelatore di particelle, si ha quando il segnale
ha forma predeterminata, la cui ampiezza ¢ I’unica variabile in gioco.

Il segnale viene sagomato in modo che la forma finale abbia caratteristiche che
soddisfino esigenze di rumore, di frequenza di ripetizione etc.

La formatura piu classica e semplice ¢ la cosi detta CR-RC:

V R \%

Il modulo della funzione ha massimo per ®w=1/t dove troviamo i 2 poli:

Yo =0.5=-6dB
Vi w=1/1
Le 2 frequenze che stanno -3 dB sotto il punto di massimo sono:
245
OV 035 = o= '
(1 + 0)212) | 041 5.
T 0 RC) o

N

-20 dB/dec
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La formatura piu generica si ha ponendo in cascata un filtro CR e n filtri RC,
generando un rete detta CR-RC™:

Vo= Vi=T(s)V,

(1+st)2 !

Nel processo di amplificazione di un segnale proveniente da un rivelatore, il
segnale tipicamente impulsivo viene quasi-integrato prima di essere posto
all’ingresso del filtro. Di conseguenza ¢ di interesse studiare la risposta del
filtro ad una eccitazione a gradino:

1 1
Vi) =Vil() = Vo= Vi,
T (s+i)

L’anti-trasformata nel dominio del tempo ¢ un’applicazione della
proprieta gia vista della derivata:

V(=" Gj exp(— %jl(t)vio

Derivando V (t) si ottiene che il massimo della funzione si trova per:

tmax =NT

1
dove: Vo (tmax) = —

n" exp(— n)Vi
n!

1
Per esempio per n=1 &: V5(tmax) =— Vio =0.37V;,
¢
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e

0.4

——tau=1 us
——tau=5 us

0.3} —tau=10 us |

n=1

Amp

0.2

0.1

0 0.2 04 0.6 0.8 1
t(s) x 10"

Per qualsiasi valore di n, I’area di ognuna delle curve risulta:

oo Siccome a Vg ax St ha t=nt, 1l risultato ottenuto
J V,(t) dt=1V,, implica che all’aumentare di n si abbassa I’ampiezza
0 del segnale, e si allarga la sua estensione temporale.

Si supponga di dovere sostenere un frequenza media di conteggi pari a A
conteggi al secondo (A essendo governato dalla statistica di Poisson).

Il valore medio risultante sara:

Vo =A[ Vy(t) dt=AtVy,
0
La linea di base del segnale si sposta della quantita At quando si illumina il
rivelatore con la sorgente. Se A ¢ elevato si ¢ quindi costretti ad impiegare
tempi di formatura T piccoli, oppure ad usare una formatura che abbia
valore medio nullo.

L’effetto del discostamento della linea di base ¢ deleterio giacché
I’ampiezza del picco del segnale risente dal valore di partenza.
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Un tipo di formatura che consente di evitare il problema dello spostamento

della linea di base si ottiene aggiungendo una differenziazione alla formatura
CR-RCn, ottenendo la formatura CR2-RC™, o bipolare:

(oAb by

La funzione di trasferimento ¢: Vo =

(1+ 51:)n+2 1

1
Mentre la risposta alla 1(t): Vg, =18 - Vio

Percio:

d - 1 1

dt 0t (s . i )n+2
(n+1)
_ d | t B 1
Vo(® _Tclt£(n+l)! (Ej =P ( Jl(t)]
B 1 (t n t 1 t n+1 t
= {n' (Ej eXp(— Ej_ (1’1 N 1)' (;) exp(— Ej }VIO 1(t)

Per quanto visto nella pagina precedente I’integrale di V (t) € nulla visto che
1 2 termini che la compongono hanno lo stesso integrale, a parte il segno.

Vo(t)=1 Vio

Trasformate 96
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La funzione ottenuta ¢ la differenza tra 2 funzioni aventi lo stesso integrale.
Percio ora, come era da aspettarsi, la linea di base non viene inficiata dal
tasso di conteggi.

0.25

——tau=1us
——tau=5 us
—tau=10 ps |

0.2

0.15

o 01 1
< 0.05 n-l -

ol
-0.05} -
015 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s) x10™

La funzione ottenuta ha una massimo ed un minimo agli istanti:

1 1
tmax.min =Tn(m+1) —% VR
D \n“(n+1)

ad esempio, per n=1, formatura CR?-RC é:

1
tmax.min = 27T [1 T ﬁ}
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Nella formatura CR_RC" si puo fare una ulteriore considerazione. Ci si pud
chiedere se potrebbe essere considerata simile ad una formatura puramente
gaussiana sotto qualche limite o ipotesi.

La formatura gaussiana essendo molto regolare ¢ una delle piu ambite,
difficile pero da implementare in pratica.

Consideriamo la formatura:
(t—1ritardo)2

2

f(ty=e 2%

Vale a dire un segnale gaussiano traslato.

La sua trasformata di fourrier risulta:

_’502 2

70) _. .
F(s)= Tov2m e D) e joritardo

Supponiamo che per qualche n la formatura CR-RC" approssimi f(t),
quindi F(s). Nel dominio delle frequenze questo deve verificarsi per
modulo e fase:

Da: FE(s) = 1 soz FF(s)= risposta del filtro al segnale del
' S (st+1) n+l  preamplificatore.

Ci aspettiamo che:

FE(s)|=|F(s)| e arg(FF(s))=arg(F(s))
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1EoEC

b

B
Supposto che 0t=TV(27), abbiamo da dimostrare che:

+1 2.2
(((m)2 +1)n ~e? o

Consideriamo 1l limite:

lim (1 +%)m =[1]” indecisione

m—oo
ln(1+x)
lim [+X) = lim exp| — 1/ |=expl|?
m—)oo( m)m m-—yoo P l/m p(o)
Inll+ % _ 2
lim exp (—m) = lim ex : x/m —e*
m—>oo l/m m—oo (1 + X) — 1/m2
m
Scegliendo: t=t./ Vn:
1
41 2\ 22
(((DT)2+1)n ={((M°) +1] 5 e® To
n n grande

Percio una candidata all’approssimazione gaussiana ¢:

0(1:0/\/5
(STO/\/H+1)H+1

Vediamo I’argomento che ora dovra soddisfare:

FF(s) =

®(FF(s))=n arctn((o’co /\/H) = T, Vnw

 piccoli

Per cui se nella gaussiana poniamo:
ritardo = T,vn
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BIERECH

CEA
Abbiamo che: . Toz )
ot n — 0y 0
o/ — > Tovlme 2 @ gmioten
(st,/n+1)
La formatura CR-RC ha 20 poli
[ —Gaussiana
—CR-RC™
0.8.'
0.6}
st
&
<L !
0.4.'
0.2}
O. 2 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 A .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 Esempi
t (sec) x 10
La formatura CR-RC ha 40 poli
1""I""I""I""I""I""I --------
—Gaussiana ||
—CR-RC™ |
0.8.' "
0.6} ]
a | :
E )
<L L i
0.4.' "
0.2} ]
O. '] 1 1 '] ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

t (sec) < 107
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Vediamo un esempio di applicazione di filtro formatore basato sull’uso di un

singolo AO.
1 I

C

R,
(1
Vi@ >
v
It 0

Vil_{—VA = (VA — VO )SC2 + VASC1
1
<
Vo Vo
VasCp=——+ |::> VA =-
\ R2 SC1R2
\4 1
—=Vp| —+s(C; +Cy) |- VsC
v sl +€) | Vosc
__ 1+S(C1 +C2)R1 +SC2:|VO
| sCRIRy
_ 1+ S(Cl +Cy )Rl + SZC1C2R1R2 v
SC1R1R2 O
Quindi:
V() _ SCIRZ Vi

1+ S(Cl + C2 )Rl + SZC1C2R1R2
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Isoliamo il termine in s? al denominatore:

_ s/CoRy ,
Vo =- S2 C1+C»o N 1 Vi

S C1CoRy  CiCoRIRp

Poniamo ora: C,=C, ed anche R,=R, e chiamiamo t=R,(C;:

Vo = - S/ T

1
s2+s24- L
T 2

ST
-V

(st+1)?

Abbiamo implementato una formatura RC-CR impiegando un solo AO.

Formtaure semi-gaussiano vengono realizzate con 1’ausilio dei filtri attivi.
Di solito si realizza un filtro passa-alto CR “standard” seguito da un filtro
ad n poli RC attivo.

Corso di Elettronica Applicata, IV Anno LS Trasformate 102



	TRASFORMATA DI FOURIER
	TRASFORMATA DI FOURIER, 2
	TRASFORMATA DI FOURIER, 3
	TRASFORMATA DI FOURIER, 4
	TRASFORMATA DI FOURIER, 5
	TRASFORMATA DI FOURIER, 6
	TRASFORMATA DI FOURIER, 7
	TRASFORMATA DI FOURIER, 8
	TRASFORMATA DI FOURIER, 9
	TRASFORMATA DI FOURIER, 10
	TRASFORMATA DI FOURIER, 11
	TRASFORMATA DI FOURIER, 12
	TRASFORMATA DI FOURIER, 13
	TRASFORMATA DI FOURIER, 14
	TRASFORMATA DI FOURIER, 15
	TRASFORMATA DI FOURIER, 16
	TRASFORMATA DI FOURIER, 17
	TRASFORMATA DI FOURIER, 18
	TRASFORMATA DI FOURIER, 19
	TRASFORMATA DI FOURIER, 20
	Il teorema del campionamento
	Il teorema del campionamento 2
	TRASFORMATA DI FOURIER, 18
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 1
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 2
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 3
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 4
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 5
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 6
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 7
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 8
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 9
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 10
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 11
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 12
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 13
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 14
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 15
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 16
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 17
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 18
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 19
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 20
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 21
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 22
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 23
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 24
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 25
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 26
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 27
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 28
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 29
	TRASFORMATA DI LAPLACE, 30
	Testi di riferimento
	Appendice A (1)
	Appendice A (2)
	Appendice A (3)
	Appendice A (4)
	Appendice B (1)
	Appendice B (2)
	Appendice B (3)
	Appendice B (4)
	Appendice B (5)
	Appendice B (6)
	Appendice C (1)
	Appendice C (2)
	Appendice D
	Appendice E (1)
	Appendice E (2)
	Appendice E (3)
	Appendice E (4)
	Appendice E (5)
	Appendice E (6)
	Appendice E (7)
	Appendice E (9)
	Appendice E (10)
	Appendice E (11)
	Appendice E (12)
	Appendice E (13)
	Appendice E (14)
	Appendice E (15)
	Appendice E (16)
	Appendice E (17)
	Appendice E (18)
	Appendice E (19)
	Appendice E (20)
	Appendice E (21)
	Appendice E (22)
	Appendice E (23)
	Appendice E (24)
	Appendice E (25)
	Appendice F (1)
	Appendice F (2)
	Appendice F (3)
	Appendice F (4)
	Appendice F (5)
	Appendice F (6)
	Appendice F (7)
	Appendice F (8)
	Appendice F (9)
	Appendice F (10)
	Appendice F (14)

