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Stabilità

Uno dei requisiti più importanti richiesti a un sistema di controllo è la , ossia la

capacità del sistema di raggiungere uno stato di equilibrio dopo la fase iniziale transitoria.
Una semplice definizione di stabilità può essere definita nel seguente modo:

un generico sistema è stabile se sotlecitato con un segnate d'ingresso limitato,
anche l'uscita è limitata nel tempo.

L'esempio di figura 3.1 chiarisce, in modo intuitivo, il concetto di stabilità disponendo una
sfera su un suppofio con profilo concavo o convesso.
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figura 3.1 Sistema asintiticamente stabile Sistema instabile

Nel caso ciel supporto concavo spostando la sfera dalla sua posizione di equilibrio, acqui-
sta energia. Successivamente la sfera si mLrove con oscillazioni sernpre decrescenti perden-
do energia e dopo Lrn tempo limitato riacquista la posizione iniziale (

).
Nel caso di sr-rpporto con\-esso una qualsiasi perturbazione (come ad esempio il vento)
sposta la sfera dalla posizione iniziale che acquista sempre più energia e non torna più
nella posizione iniziale ( ).

Si consideri il sistema rappresentato in figura 3.2, costituito da componenti elettrici: un
condensatore e un Éìeneratore di corrente costanie (sollecitazione limitata). Il sistema è
instabile perché ia tensione ai capi del condensatore (risposta) non è limitata ma tende

alf infinito quando / --) - (si ricorda che un condensatore è sottoposto a una scarica di-
struttiva quando la tensione ai suoi capi supera la tensione di lavoro).
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I1 sistema rappresentato in figura 3.3, invece, è stabile quando è sollecitato da un gradino
di tensione di ampiezza minore della tensione di lavoro del condensatore. Al termine
della fase transitoria, infatti, la tensione ai capi del condensatore è uguale aI valore de7la

sollecitazion e applrcata.

figura 3.3 v(t)= E (1 - e- +') Y(s) = R+ l' , .
s (s +r,. )

Dagli esempi fatti si Lrae Ia seguente definizione di stabilità:

-f 
un sistema [ineare, invariante ne[ tempo e con condizioni iniziati nutle, è stabite

: se [a sua risposta è Limitata in corrispondenza di una qualsiasi sollecitazione
' limitata, altrimenti è instabile (stabitità BIB0. bounded input- bounded output.

ingresso limitato - uscita limitata).

La stabilità di un sistema può essere studiata, come si vedrà, nel dominio del tempo o in
quello della frequenza:

) nel primo caso la stabilità del sistema si ricava osservando la risposta nel dominio del
tempo o, più semplicemente, la posizione dei poli nel piano complesso s;

) nel secondo caso è sufficiente tracciare i diagrammi di Nyquist e/o di Bode della fun-
zione di trasferimento ad anello aperto del sistema.

8ii'',,' Posizione dei poli nel piano complesso s

La stabilità dipende solo dal tipo di sistema e non dal tipo di segnale d'ingresso. Si può
quindi definire la stabilità in modo più completo con riferimento a una sollecitazione im-
pulsiva definita irnpulso cli 1)ir:rc E(r). Si ricorda che tale funzione è di durata T, ampiezza
1/ T e area unitaria per f -+ 0 (figura 3.4).

figl
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v(t)= E (1-e- ac)

figura 3.4
lmpulso di DIRAC
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I Un sistema lineare, invariante nel tempo e con condizioni iniziali nutle, è stabite o

asintoticamente stabile se [a sua risposta è limitata o tende a zero in corri-
spondenza di una quatsiasi sollecitazione di durata limitata, altrimenti è instabile.

Sebbene sia possibile dimostrare che la risposta di un sistema lineare e invariante nel
tempo non dipenda da1l'ampiezza dell'impulso né dalf istante in cui esso viene applicato,
di seguito si riporta un esempio di un sistema retroaztonato sollecitato da un impulso di
Direc (figura 3.5).

rut
R(s) I G(s) u(s)

z W(s\

- t ,*1'l!(')_l
ll*

Si dimostra che la trasformata della risposta di un sistema lineare (figura 3.5) dipende solo
dalla funzione di trasferimento quando esso è sollecitato da un impulso 6(/) di Dirac la cui
trasformata di Laplace è Z [qr)] = 1'

Y(s)

figura 3.5
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rr(s)= w(s).t =
r + c(s) s(r)

Considerato che 1a funzione di trasferimento ad anello chiuso W(s) dipende solo daila
natura de1 sistema in esame e non dallaforma della sollecitazione a esso applicata, si può
affermare che la stabilità è una caratteristica intrinseca della struttura de1 sistema. Per ve-
rificare se un sistema è stabile o meno, dunque, è necessario ricavare le radici dell'equa-
zione ottenuta eguagiiando a zero il denominatore delia [3.1]:

i + c(s) a(s) = o t3.2)

c(r)

Dc (s) . D, (s) + À/, (s) lt/r, (s)
F(s) = t+G(s).H(s) F(s) =

u1l-

)uo
im-
ZZA

La 13.2) è detta equazione caratteristica e la sua soluzione fornisce i poli della funzione
di trasferimento ad ane11o chiuso

tt/- (s I A- (s)
Posto G(s) = * e I1(s) = # Ia funzione caratteristica F(s) assume la forma:

D.(s) Qr(s)

Dc (s) Ds (s)

dove ly'r(s), Nrr(s), Dr(s), D,(O sono i polinomi in s.

Essendo la F.d.T. ad anello chiuso 1x/(s) di figura 3.5:

G(s) G(s)
W(s) = 1+ G(s) 1{s) r(s)

N"(s) Dr(s)
si ottiene:

W(s) = o"(s) Dr(s) + l/, (s) rur(s)
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Ricordando che la F.d.T. ad anello aperto G(s) .f(s) è:

G(s) 'rz(s) =

si può fare lo schema riportato in tabella 3.1 .

N"(s) . l/r(s)
Dr(s).Dr(s)

tabella 3.1

No6) D,r(s)

Dn(s) Dr(s) + Nn§). Nr(s)

tabellaS.2

E

D. (s) ' D, (s) + N" (s) . N, (s)

Dn (s) . D, (s)

Dall'analisi della tabella 3.1 si ricava che:

) i poli della F.d.T. ad anello chiuso W(s) sono uguali agli zei della funzione carafferisti-
ca F(s);

) i poli della funzione caratteristica .F'(s) sono anche i poli della F.d.T. ad anello aperto
G(O 'H(s).

Quindi, per troyare i poli della F.d.T. ad anello chiuso W(s), basta trovare le soluzioni
dell'equazione carafferistica F(s) = 1 + G(s) . Éf(O = 0.

Si dimostra che un sistema sollecitato da un impulso 6(r) di Dirac è stabile (taaena 9.2) o
instabile (tabela3.3) a seconda del valore dei poli della F.d.T. ad anello chiuso W(s).
Nella ta§ella &a è riportato un quadro riassuntivo sulla stabilità o meno dei sistemi.

Un sistema è stabile (semplicemente) se la F.d.T. ad
anello chiuso t/(s) ha un solo polo nell'origine e i rima-
nenti poli sono negatM (se reali) o a parte reale negativa
(se complessi coniugati). ln tal caso la risposta u(f)

tende a un valore costante quando t -+ -.

Un sistema è stabile asintoticamente se tutti i poli della
F.d.T. ad anello chiuso W(s) sono reali negativi o com-
plessi coniuga'ti a parte reale negativa. In tal caso la
risposta u(t) -+ 0 quando i -+ -.

Un sistema è stabile marginalmenie se la Fd.T. ad anel-
lo chiuso W{s) ha una coppia di poli complessi coniuga-
ti a parte reale nulla e i rimanenti poli sono negativi (se
reali) o a parte reale negativa (se complessi coniugati).
ln tal caso la risposta u{t) è una oscillazione di ampiezza
costante quando t -+ -.

Nn(s).Nr(s)
Dn (s) - D, (s)

#
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tabella,3,3

tabella3.4

Poli complsi
(oniugati a parte

mle nulla
dimolt«iplità

r =2

Tutti i poli della F.d.T. ad anello chiuso
W(s) sono reali negativi o complessi
coniugati a pade reale negativa.

Un sistema è instabile se la F.d.T. ad anello chiuso W(s)

ha poli nulli di moltepliciià g > 1. ln tal caso la risposta

u(0 -+ - euando f -+ *.

Un sistema è instabile se la F.d.T. ad anello chiuso W(s) i

ha poli complessi coniugati a pafie reale nulla di molte-
ciplità r > I. ln tal caso la risposta u(f) -+ * quando

La F.d.T ad anello chiuso [V(s) ha un I La F.d.T. ad anello chiuso tr1{s) ha:

) almeno un polo reale positivo o
complesso coniugato a Parte reale
positiva;

) poli nulli di molteplicità q> 1:

) poli complessi coniugati a Parte
reale nulla di molteplicità i > 1.

ja

xf,TII

solo polo nell'origine o una coppia di i
poli complessi coniugati a parte reale i
nulla. Gli altri poli devono essere
negativi (se rmli) o a Parte reale

negativa (se complessi coniugati).

>
I

>
:

La posizione dei poli (e degli zeri) nel piano complesso s di una qualsiasi F.d.T. può es-

sere determinata con LabVIE§7 uttTizzando il VI polizeri.vi presente nella sezione digitale

del corso (+ Unità 2 nel presente Modulo). La figpra 3,6 mostra la mappa di posizione

dello zero e dei poli della F.d.T. ad anello aperto ff(s) . G(s) indicata, in LabMEW, con

G(s).

§+5
H(r).G(t) :

s3+s2+10.s+40

La F.d.T. contiene:

) uno zero reale 
^ 

parte reale negativa (-5,000);
) un polo reale a parte reale negativa (-2,72);

) due poli complessi coniugati a pafte reale positiva (+0,86 t 3,73 i).

Un sistema è instabile se la F.d.T. ad anello chiuso W§
ha almeno un polo reale positivo o complesso coniuga-
to a parte reale positiva. ln ial caso la risposia u(i) -r *
quando t -+ -.
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figura 3.6

3.
Lo studio del1a stabilità dei sistemi ne1 dominio del tempo è lungo e laborioso, perché la
risposta è Ia soluzione di equazioni integro-differenziaii. oppure denr.a da operazioni di
trasform:rzione e di antitrasformazione. Per evitare le difficoltà di calcolo è preferibile stu-
diare 1a stabilità di un sisten'ra lineare e inr-ariante utilizzando i criteri grafici di Nyquist
( \'oltrme 2. N'Iodulo 1. Unità 2. par. 2.1') e di Bode ( \rolume 2, N'lodulo 1. Lhità 2.

paragrafo 2.1) che sono quelli piùr cornunemente vtrlizzati. Altri criteri, come qr-re11o di
Ror-rth (matematico) e il luogo deile radici (grafico). non sono trattrrti.

Criterio di stabilità di Nyquist

Senza entrare ne1 merito della ciimostrazione. per 1a quale si rirnanda a testi specializzati,
di seguito sono enllnciati i criteri di stabilità cli N1,quist, basati sull'analisi del diagramma
polare della F.d.T. ad anello aperto G(s) 11(s) per -rc < a < +€ (figura 3.7). Si traccia il
diagramma polare ad anello aperto G(s) . È1(s) per 0 < [0 ( *e e per ribaltamento specu-
lare si ottiene i1 cliagramma di \1-qr-rist completo per -* ( (0 ( ** ( \rolume 2. Modr-rlo 1,

Unità 2, paragrafo 2.4').

fit



Unità

Anello chiuso

I1 ,-irÌ:::, lr '.,,,l,,i-l definisce se la F.d.T. W(s) di un sistema ad anello chiuso è stabile o
meno analizzando la F.d.T. ad anello apefto G(s) 11(s). 11 motivo è che la F.d.T. ad anel-

1o aper-to G(s) //(s) è più semplice da analizzare e generalmente si presenta già sotto

forma fattorizzata.
Per analizzare ia stabilità di un sistema si consideri una curva chiusa giacente sul piano

complesso s costituita dall'asse immaginario, con o cariabile da -- a **, e da una semi-

circonferenza di raggio R -+ - (figura3.8a). La curva così definita è detta ,1;11 11'111,i ,l'

.\.iLrLli.i e racchiude l'intero semipiano destro o semipiano al quale appartiene il semiasse

o positivo. Se la F.d.T. ad aneilo chiuso W(s) o la funzione caratteristica F(s) = 1 + G(s) ' l1(s)
hanno zeri e/o poli reali a parte reale positiva e/o poli complessi coniugati a parte teale
positiva questi sono situati nel semipiano destro de1 piano complesso s.

Al variare del punto { sulla curya cammino di Nyquist, il punto M,, estremità del vettore
OM, rappresentativo della funzione caratteristica F(s) descrive una curva chiusa (figura 3.8b)

nel piano complesso F(s) = 1 + G(s) l1(s)

lm pianoF(s)

F(s) = t+69,r 
'U',

Poli e zeri Re

!i: Pafte t Positiva

=\ -"

b) Funzione caratteristica F(s)

Considerando che l'origine del piano 1 + G(s) . 11(s) coincide con il punto di coordinate

-7 +jO del piano G(s).H(s), è possibile rappresentare il diagramma della F.d.T. ad anello
aperro GUù H(ja) al posto di quello della funzione caratteristica. Infatti, il vettore
7 + G(i a)).H(ja), considerato come so(rna ottenuta addizionando il vettore unitario e il
vertore G(ja).U(ja), è identico al vettore che ha come punto iniziale il punto -1 +70 e

come punto terminale quello del vettore GQa)' H(id (figura3.9).
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a) Cammino di Nyquistfigura 3.8
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figura 3.9
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In tal modo, anziché tener conto del numero delle rotazioni compiute dal vettore OM,

attorno a1l'origine del piano f + G(s) ' l1(s), si prendono in considerazione le rotazioni
compiute dal vettore OQ, attorrto al pr-rnto -7 +j0 appartenente al piano G(s) 11(s).

Piano G(jct) HQr:)

1+G(lco) H(lco)

G\JL,) H(jr,)

I1 numero di rotazioni iYdel vettore C)M, attorno all'origine, è dato dal1a differenza Z (nu-
mero di zeri con parle reale positiva) e P (numero di poll con parte reale positiva) dell'equa-
zione caratteristica F(§ = 1 + G(s) . 11(§:

N=Z-P rr rltl.lt

La F.d.T. ad anello chiuso W(g non ha poli a parte reale positiva se la funzione carat-
teristica -F(s) non ha zerr a p rte reale positiva. Se dunque è Z = 0 dalla 13.31 si ricava:

N= -P 13.4)

che pemette definire 1a stabilità o meno di un sistema ad anello chiuso partendo da quel-
1o ad anello aperto.

#*9-r:!p:r*e*gen-erc!iaaate.-qiskUilità
I1 ci'itclio gcltr-t':ljitz.lILr rii 'lril.iii,,r -r rii.-ii-i.'
itL iiql.r'1n1 i:L ttLi lr.rL-t,ri, rr-rU ili Ii':t:i,:i'i1ltii1ìir, :.(:l

.l l'.i r'.r.li '' '..1 .

lLi rr.it:rtr iirrtrll-.ili rtcl rirtcllr) iìiìili(). o\\r'l'i)
r,t1jl,.llrt't1.o (r'i j) ./1r.rr i.,:L ;tlriiertr.', un 1tr',Lr

tr*
É Un sistema con F.d.T. 6(s) tlsura s.to instabiLe è stabile ad aneLto chiuso se il

diagramma di Nyquist de[[a funzione di trasferimento ad anelto aperto 6(s) . a(s)
compie un numero /V di rotazioni attorno a[ punto -1 +j0 uguale a[ numero P dei
poli a parte reate positiva della medesima funzione:

/V = -P
dove i[ segno meno indica che te rotazioni devono essere compiute in verso
antiorario.

Sistema Anello chiuso Anello aperto

Rt!*f.- ctrl .U'(s)-
l-l-

H(s) f

u(s)
G(s)

figura 3.10
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I1 diagramma di figura3.11 rappresenta un sistema instabile ad aneilo apefio in quanto la
funzione di trasferimento G(s) . A(s) ha un polo a parte reaie positiva, ma stabile ad anel-
1o chiuso perché il diagramma di Nyquist compie una rotazione in verso antiorario attorno
al punto '7 + j0.

Stabilita %

M.I
rni

rU-

ta-

figura 3.11

a-
J un sistema

diagramma
non compie

t-9 rite rie"rsfiete*diskbili!à
Tl c:riter'ìo lisiletto cli strrbilità si liièr'isce ei sister-t.ti :tlrltili rc1

r.ni la cr-ri fitr-izlonc cli trtsfer'irueulo ltcl ililcllo x]lcrlo (;( .\-) '

positir-e (P: ()).

:rnello epcrto. o\:\ ero at siste-
É1(-s) r'ron ha poli a parte rc':rle

.31

Lt-
a'.

4l

e1-

con F.d.T. 6(s) (tisura s.to) stabite è stabite anche ad ane[lo chiuso se iI
di Nyquist delta funzione di trasferimento ad anet[o aperto 6(s) ' A(s)
atcuna rotazione attorno a[ punto -1 + j0:

P=0 fl=0

11 diagramma di figura 3.12 rappresenta un sistema stabile ad anello aperto in quanto la
funzione di trasferimento G(s) . 11(s) non ha poli a parle reaie positiva, e stabile ad anello
chiuso perché il diagramma di Nyquist non compie alcuna rotazione attorno al punto

-7 + i0.

lm
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co=0 Re
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filirortra, inoltre, che poli nutti o complessi coniugati a parte reale nulla non
devono essere computati quando si verifica [a stabilità di un sistema.

In riferimento al verso di percorrenza del diagramma di Nyquist si possono dedurre le
seguenti considerazioni:

) la rotrrzione rrrtioler"il migliora 1a stabilità del sistema;

) la rotazione orarirr peggiora la stabilità del sistema.

tigura 3.12
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Si verifichi la stabilità del sistema retroazionato di figura 3.13a.

a)

figura 3.13

Svolgimento
La F.d.T. ad anello aperto (figura 3.13b) risulta:

G(s)'H(s) =k':-=-!-s-1 s-1
con il polo a parte reale positiva (+ 1) e guadagno k. A seconda del valore del guadagno k il diagram-
ma di Nyquist assume dimensioni diverse.

Gostruzione del diagramma con guadagno k
Essendo s = o+/ol, si costruisce il diagramma di Nyquist della F.d.T. ad anello apefto G(s) .HF)
(figura 3.14) con o= 0 ed s =/rù. Utilizando la parte reale e quella immaginaria della G(7@ . H(74) si ha;

G(ja).H(ja)= .\=k.-1-i? =k.(--1-*i -' I
l(t)-t 1+a2 (t+r'"1+ri.')

dalla quale si ricava la tabella 3.5.

tabella 3.5

..:-=.k!2=..

-0,1 k

0

Utilizzando modulo e fase della F.d.T. G(tar) . H(yar) si perviene allo stesso risultato (tabella 3.6):

u(s)

b)

o)
Q = - ardg-

tabella 3.6

-1 80"

k /J, I Oto

a

10

- -.--Li+o
xt"4u

-109"

-96'

-90"
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ll diagramma polare della F.d.T. ad anello apedo G(s) H(s) (figura 3.14a) è un semicerchio (raggio k/2).

ll diagramma di Nyquist della F.d.T. ad anello aperto G(s) H(s) è un cerchio (piano sinìstro) percorso

in senso antiorario (figura 3.14b).

)
Diagramma di Nyquist

r0,5 k
+

1

l,=-- Re

k=:-
io- 1

-k
---------{
o=0

-0,5 k

I

+
lo=+co

+

a)

figura 3.14

al k=0,6<1

La F.d.T. ad anello aperto G(s) 'H(s)con k= 0,6

diviene 0,6/(s - 1), Il diagramma di Nyquist ad

anello aperto G(s) . H(s) (figura 3.15) non cir-

conda il punto -1 +10. Poiché N = 0 (rotazioni

nulle attorno al punto -l +70) a P = 1 (un polo
a pafte reale positiva) risulta P + -N per cui il

sistema e (per il criterio di Nyquist il

diagramma non circonda il punto -'1 +70).

Utilizzando LabVlEW

La figura 3.16 mostra il diagramma di Nyquist tracciato con LabVlEW che conferma la instabilità del

sistema ad anello chiuso.
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figura 3.15
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figura 3.16
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lnfatti la F.d.T ad anello chiuso W(s) e:

tA/tc\ - 
G(s)

'v \u/ - 1+ H(s).G(s)

'1

.s- I

I

1+k s- I

11
s-1+k s-1+0,6 s-0,4

con un polo a parle reale positiva (+ O,a). ll sistema, come già detto, è instabile.

b) k=1,4>1

ll diagramma di Nyquist ad anello aperlo G§) . H(s) con k = 1 ,4 diviene 1 ,4/(s - 1). ll grafico del diagram-

ma è ripodalo in figura 3.17a. Come si può osservare il diagramma di Nyquist circonda, in senso antio-

rario,ilpunto-l+10.RisultalV=lconP=l(poloaparlerealepositiva)equindiP:-l'/(siricordache
il segno meno indica ia rotazione antioraria). ll sistema lll§) e ,, . per il criterio geteralizzato di Nyquist.

La figura 3.17b mostra il diagramma di Nyquist tracciato con LabVlEW che conferma la stabilita del

sistema ad anello chiuso,

Y§ {uoi '1.,",

figura 3.17

ln questo caso (k > 1)si ha un sistema ad anello chiuso stabile paftendo da un sistema ad anello

apefto instabile (P = +1).

La F.d,T. ad anello chiuso W(s) diviene:

ba
C

6€

r

b)a)

1

/1/-\tA/to\- u(sl - s-1
1 - H(s) G(s) 

1+ k 1

s-l
s - 1+ k s - 1+ 1,4 s+0,4

La retroazione trasla il polo dal semipiano destro a quello sinistro rendendo il polo a parte reale nega-

tiva (-0,4). ll sistema è stabile (criterio generaltzzala di Nyquist).



&riter§o di stabilitè di §cde

Moito spesso è necess;lrio studiale il couportamento di sistemi definiti
di ttrsfcrirncnto atl lnello apcrto (lìc
Lo stuclio grafìco della stabilità di questi sistemi. detti a

priva di poli a parte reale positir-a). pr-rò essere eseguita applicanclo il

A tal fine si consicleri 1a figura 3.18 e la pulsztzione rn corrisponclenza
gralnlna clel modulo in dB della F.d.T acl anello aperto interseca I'asse

Unità Stabilità 3az

da una funzione

(la FrlT è

del1a quale i1 dia-
delle ascisse.

m-
io-

;he

ist.

lel

rllo

figura 3.18

In corrisponclenza di tale pulsazione. cletui pulsazione di
in c1B clella F.d.T. acl anello aperto è:

lc (.iar)' u (.lotr)lon = ro1og1 = o dB

Tenendo presente i1 criterio ristrettct di Nvquist, il
quanto seglle:

In particolare il sistema è stabile se è l<D,,.1< 180o, instabile se è l@rrl>
mente stabile se e l<Dr, l= 180o.

Secondo i1 critelio di Bocle. dunque. è possibile valutare la stabilità di un
1o aperto e a sfasamento lllinilro. ossen-anc1o i diagrarnmi di Bode clel

fase della F.d.T. ad ane11o aperto.

ro, il modulo

afferma

180o e marginal-

sistema ad anel-
modulo e della

un sistema a sfasamento minimo, è stabite ad anetlo chiuso se in corrispondenza
di rorit valore assoluto delta fase 0* detla F.d.T. ad ane[[o aperto è minore di 180".

lG(7co)H(7o)1,:

la'
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@
Si verifichi la stabiilta di un sistema la cui F.d.T.

G(s).H(s) =

ad anello aperto e G(s) .H(s):

20.1000
(s + 10) (s + 100)

La F.d.T non ha poli a parte reale negativa e perlanto è applicabile il criterio di Bode. Essendo
s = o+1. co, si costruisce il diagramma con o= 0 e s =1. a;. Si ha:

G(jr,t) H(ia) =
20

(1 + 0,1 ja) . (1+ 0,01ja)

Le pulsazionì d'angolo dei due poli, l'angolo @ e l'ampiezza in dB sono:

a.,= 1 =lO radls 0).c=:: =100 radls @=-arctg{-ur"tg-' 0,1 :z o,ol " 10

(1)

100

.FH
I diagrammi di Bode in ampiezza e fase sono iportati nella figura 3.19.

- 180

La frequenza rrr per 0 dB del sistema ad anello apefto è:

log ro

ro [rad/s]

figura 3.19

G(s).H(s) - 20'1ooo
(s + 10) (s + 100)

20
= G(ico)' H(iro) =

(1 + 0,1io) . (1 + 0,01 iat)



a) Calcolo di ory

logl

Utilizzando le regole dei logaritmi e passando da questi ai numeri, con sempìici calcoli, si ha:

10 2O1.lOr + 1 596 lOo lOl 102 + 412,06 102

Unità Stabilita 3a9

= 155,53'l02

do [, (+)'] [,.(ft)']=-,.
ai +10100 ,4 - 399 .1Oo = O

tot to't
a',

2

l, ffi . 
^2a)-==V1c5,53'U'=+10

2

ror'l
ltcc co tol zl 'u"\ LJJ,JJ . ILAII I 

- S

Verifica:

La pulsazione o, in corrispondenza della
quale il diagramma del modulo in dB in-

terseca l'asse delle ascisse da un angolo

l@,rl di poco superiore a 135" < 180'. ll

sistema è stabile.

"., 9-.!! Li"r:en9-q-l-"a Fv-l-F-W

ll diagramma di Bode tracciato con
LabVlEW conferma la stabilità del sistema,

Infatti la curva dell'ampiezza interseca l'as-
se delle ascisse in corrispondenza di un

ango{o di poco superiore a I35"
(figura 3.20).

u-

iì
-50-

r tn-

lnn- lrrrl

10m 1§0m 1 1S ].§§ lk

E
ù

.'tr(
o'ia

4,'

4)

a!
-c

,.[#) I r.zo.rt-1 
=-zu ìog \1,*[ ,oo

(ù o 124.71 124,71d=-arct9--arctg 
tOO=-atctg iO -arclg IOO 

=

= -arctg 12,471- arctg 1,2471 = -85,41" - 51,27o = -136,68'

l,ltù,1G{'l=::m
50-

25-

)c -

-50-
-75-

- 713'

20 log 20 - 20 log

= 20.log 20-2A.tog.,/r56,50 - 20.logJzs3 = 26,a2- 2193 - 4,02= 26,02-25,95 = 0 dB

b) Calcolo di {:

figura 3.20
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3.
Nelie applicazioni pratiche è necessario valutare sia 1a stabilità teorica di un sistema, sia

definire i margini di sicurezza afTinché un sisterna rimanga stabile anche quando compa-
iono disturbi non desiderati e/o r.ariazioni di uno o più parametri che provocano, ad

esempio, un aumento del guadagno. I parametri che consentono di valutare il grado di
stabilità di un sistema sono ii margine di fase e i1 margine di guadagno.

Margine di fase {Nyquist}

Il margine di fase definisce il grado di stabilita di un sisten-ra ed è l'angolo z, che può
essere tollerato perché il sistema continui a essere stabile. Tale angolo è definito dalla
posizione del vettore unitario dato dalla intersezione tra il cerchio di raggio unitario e il
diagramma di Nr.quist (figura 3.21).

figura 3.21 :

I[ margine di fase m, è l'angolo ottenuto sottraendo a 180o iI valore assoluto della
fase de[[a F.d.T. 6(s) . H(s) ad anelto aperto:

mo= 780" - Q

Si considerino i diagrammi di N.vquist di sisterni stabili e siano Q, e Q, gli angoli di fase
delle F.d.T. ad anello aperto G(s) .H(s) calcolati rispettivamente in corrispondenza delle
pulsazioni ate a2 (figura3.22 e figura3.23).

-1 \ ll'lor )

\/
,=r)-

)o, Re

tigura 3.22

Il sistema rappresentato in figura 3.23

sentato in figura 3.22 tn quanto l@, 1<

figura 3.23

ha un grado di stabilità maggiore di quello ruppre-

lo,l
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Un sistema è sufficientemente stabile se il margine di fase è maggiore di 30o, mentre è

instabile se m@ è negativo.
Si dimostra chè un sistema, stabile ad anello aperto e a sfasamento minimo, è instabile ad

anello chiuso se il diagramma di Nyquist circonda il punto -7 + i0 (figura 3.24), al contra-

rio il sistema è stabile se il diagramma di Nyquist non circonda il punto -1 +i0 (figura3'25)

ed è al limite della stabilità quando esso passa per il punto -l + -i0 (figura 3.26).

,ia

a-

rd
di

Ìo
lla

i1

SC

1e

(ù=Ot ,-

-1 \ /lRe-Qar 
/

-1 \ /< ,r,/
Re

lmlm

,la

ligura3.24 figura 3.25 figura 3.26

Si consideri. per esempio, una circonferenza con il centro nell'origine del piano G(s) H(s)

e raggio unitario, e siano a;. ii valore delia pulsazione in corrispondenza della quale la

circonferenza :lrfierseca il diàgramma di Nyquist, e @rr la fase della funzione di trasferi-

mento ad anello aperto calcolata quando o = @r. Ii sistema è:

b instabile se l@* | > 180" (figura 3.24):

È stabiie se l@,.1< 180" (figura3'25);

È ai limite de1la stabilità se l@,71= 180o (figura 3.26).

Margine di fase {Bode}

Si ricorda che il criterio di Bode si applica solo per i sistemi con F.d.T. ad anello aperto

H(s) G(s) con poli ap^rte reale negativa (sfasamento minimo). Per calcolare il margine di

fase occorre tracciare sia il diagramma del modulo sia quello della fase (ligura3.27).

lc(j@)H(Ja)ldB 
dB

log ur

ar IradA]

ligura3.27

ffiH It m'rargrixe di fèse m. è l'angolo ottenuto sottraendo a 180o it valore assoluto

lO.rl detla fase de[[a i.O.f. aa anetlo aperto (tisura 3.27):

fro= lSOo - lo.rl
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Un sistema è sufficientemente stabile se il rnargine di fàse è maggiore di 30'. mentre è in-
stabiie se nt@ è negativo.

Margine di guadagno {}.lyquist}

Per definire il n-rargine di gr,radagno si consideri il r.alore dei modulo della funzione di
trasferirnento aci ane11o aperto di un sistema calcolato quando è @ = -180'. 11

è il rapporto trr il rnodulo dcl \ (Itorc trniterio O,1 e il rnodulo della funzio-
ne G(.ia).H(j@) calcolato qr-rando la sua fase è uguale a -180o (.figura3.28):

Re loAl
I,,,r- 

loQl

figura 3.28

Dalla figura3.29 si ha che i1 rnargine c1i g,aclagno in c1B è: 
perché lo'rl= r e loQI> t

,tlsde 20 tog loel- 20 tog lop, | = -20 1og loe,, | . o

perché loal= 1 
"O .lopl< 1. Daila figura 3.30 si ricava:

tl'ted't= 20 1og lotl- 20 log lo9,l= -20 log loQ,l , o

In definitir.a si pr-rò affèrmare che un sistema è:

instabile se I C(lro) u(1d)@ 
= - r'r. > 1 (figura 3.29 )r

stabile re lC(.1rl.r) u<.1O1@=-180. < 1 (figura 3.30)r

marginalmente stabile se lC(-lar) tt{iaùl@=-i80. = 1 (figura3.31)r

figura 3.29

[-ln sistema è sufficientemente

figura 3.30

stabile se i1 rnargine di

figura 3.31

guadagno è almeno 10 dB + 20 dB

lm

A o

-1 \ Re
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Margine di guadagno (Bodel

Il secondo parametro che definisce il grado di stabilità di un sistema è il margine di gua-

dagno.

II in dB è [a differenza tra i[ modulo in dB de[[a F.d.T. ad

anelto aperto calcolato in corrispondenza delt'intersezione con l'asse de[[e ascisse
e it modulo in dB de[[a F.d.T. ad anello aperto calcolato quando [a sua fase è uguale
a -180" (fisura 3.32):

nsd.= 20.1.og1 - 20.tog lcUr) .rUr,r)lo=-180"

Un sistema è tanto più stabile quanto minore è il moduio della funzione di trasferimento
ad anello apefto calcolato quando la fase della funzione di trasferimento ad anello aperto

G(_ico)' U(j.lo) è uguale a -180o.

Si dimostra che un sistema è:

se in corrispondenza di @= -180" i1 rnodulo della funzione di trasferimento
ad anello aperto C lC(jrtl' H(ia)lo=-rro" , 1. In tal caso ii margine di guadagno è ne-

$ativo;

se in corrispondenza di @ = -180' il modulo della funzione di trasferimento
ad anello aperto è lC(ja) H(io)lr=-rro. . 1, in tal caso i1 margine di guadagno è po-
sitivo;

se in corrispondenza di @= -180o il modulo della funzione di
rrasferimento ad anello aperto e lCQa).H(ia)la___rro. = 1. In tal caso il margine di
guadagno è uguale a zero.

Un sistema è sufficientemente stabile se i1 margine di guadagno è almeno 10 dB + 20 dB.

Nel1a pratica i1 margine di fase e il margine di guadagno sono calcolati direttamente dai
diagrammi di Bode (figura 3.3iì).

11C)-

1.

1e

lB.

figura 3.32 figura 3.33
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ffi Si verifichi la stabilità di un sistema con il criterio di Nyquist la cuì Ed.T. ad anelto aperlo è:

G(s) H(s) = -:s+0,1

Svotgimento
ll sistema è stabile ad anello apefto perché la F.d.T. ad anello aperto ha un polo a parte reale negativa
(p = - 0,1). Per verificare, invece, la stabilità del medesimo sistema ad anello chiuso si deve costruire il dia-
gramma di Nyquist della sua funzione di trasferìmento.
Essendo s = o+/o)si costruisce il diagramma con 6= g s 5 =i@. Si ha:

G(ira\.H(ia\= 1

ja + 0,1
lGUu)) H(io)l=+|'r " ,l a2+0,12

ò=-arcloa" 0,1

... _ ^ _ J;cga,l H(iar)l= o
fi) = U + 1r

Ld=o'
._ _ Jlotir) H(iar)l -+ o()-ì€+1'

L@ = -go'

Nella tabella 3.7 sono riportati i valori del modulo e della fase in funzione di ar.

tabella 3.7

0

0,1

0,3

0,5

1

(

1O

EA

,J, lo

r,Yo

o,99

0,199

0,0999

0,01 99

0

0"

7Qa

Q/o

- BB"

- 89,4"

-89,8'
ono

ll diagramma polare ha origine nel punio di coordinate (10, 0') del semiasse positivo e la fase della fun-

zione è negativa per al > 0+. Pertanto il vettore @, ruota in verso orario e il diagramma descritto, tangente
nell'origine al semiasse immaginario negativo perché @ --+ - 90' quando «l -l É, si rappresenta interamente
nel quarto quadrante (figura 3.34).
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Osservando il diagramma di Nyquist si rileva che il vettore OQ, non compie alcuna rotazione attorno al pun-

to-l +f0(lV=0)quandolapulsazionecovarianell'intervallo-e(0)<+-, InoltrelaEd.T.G(s)'H(s)hail
polo a parte reale negativa (-0,1) e pertanto risulta anche P = 0.

ll sistema è stabile per il criterio ristretto di Nyquist:

D-n lV=0

ll grafico di figura3.35, tracciato con LabVlEW, mostra che diagramma di Nyquist per -- < al< +@ non

circonda il punto -1 +70. ll sistema e stabile per il crìterio dì Nyquìst ristretto.

Èyiriri$,Eqtr
5-r

a-t

5-
)

figura 3.35

Si verifichi la stabilita con il criterio di Nyquist della Ed.T G(s) H(s) =
(s + 10)o

Stabilità 3e5

/a
a-

> 1-

.a-6 u-.
Èi

i

i

-4i
-5 -,
,..r.ò.-,i r'?..i3 4I5. 6

Real .

I 1 ... l..r, l :1,
7. A,,. 9..,r.,,:16

105

t-

ò I 4 poli della F.d,T. G(s) . H(s) sono tutti a parte reale negativa. Posto 5 =iar, si ha:

G\ia) H\il)) = ,. 
t0 

-^,,
\l@ + tu)

IGU@) HUa))l= ,'o' ^ ,
(ot' + 10')

@ = -4 arctgll

Nella tabella 3.8 sono riportati i valori del modulo e della fase in funzione di ol.

IrGi=-
/c r,1 1)
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;E ModutÒ.i

tabella 3.8

0

1

2

ctr,

tr

7,5

10

12,5

14

14:7

20

z3

1OO

50

10

9,80

O'L

B.85

64

40q

cÉ,

1,14

1,00087

0,4

0,1s

0,014

0,00098

0,075

0

0'

-zo

-4Ò-

-56'
-106'

1 80'

-205'

-21 B'

atrao

_ZI Z

-314"

-236"

-360'

La figura 3,36 mostra il diagramma polare tracciato per 0 < oir < É con riferimento alla tabella 3.8.

figura 3.36

t

Dalla tabella 3.8 e dal diagramma polare difigura 3.36 si ha:

ar= 14,7 radls per lc(ia) H(ia)l= 1Q=223"

105
lO(ir) n(ja1l= : - ::=l aa+Zoa'a;'-90000=0 c)=14,7orad/s

(a2 + 102)2
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ll margine difase e il margine diguadagno sono:

no =180" -22s" = -43'< 0 ,, = *= *=0,4 
(-7,s5 dB < o)

Essendo entrambi negativi indicano l'instabi!ità del sistenra ad anello chiuso.

La figura 3.37 ottenuta con LabVlEW conferma la stabilità'

utEXizzamdo §=ahiflEEVW

figura 3.37

ll sistema ad anello chiuso è instabile (criterio ristretto di Nyquist) perché il diagramma circonda il punto -1 .

ffi Si verifichi ta stabitità con il criterio di Nyquist della F.d.T. ad anello aperTo G(s) ' H(s) =

Svolgirnento
La Fd.T. G(s) . H(s) non ha poli a parle reale positiva. Posto 5 =fa;, si ha:

G(ia) HUa)= " '0, -.' (j.rL)' . (1+ r 0,5 rr;)

10

s' .11+ 0,5 .s)

§laDl1ta§fu*,

lc(i.,) H(ia)l= ^ 'o =af ' ,h+ (0,5 ar)2

d = -l 80o - ,r"tq 0'5 ' '
1

Nella tabella 3.9 sono riportati i valori del modulo e della fase in funzione di ro.

tabella 3.9

0

1

1,5

2

4

8,94

3,55

1,76

0,625

o,279

0

-1 B0'

-206"

-225'
-236"
-243"
-270"
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La figura 3.38 mostra il diagramma polare tracciato per 0 < 0) < @ con riferimento alla tabella 3.9,

ll sistemaadanellochiuso6,l:,1i;rr^, :,perchéè,^/=2eP=0. 11 diagrammadi Nyquistper--<(0<ecir-
conda il punto -1 in verso orario, La figura 3.39 tracciata con LabvlEW mostra il diagramma completo per

-É < rD ( * ed evidenzia che il sistema è instabile,

G(s) H(s) =
s2 .(t + o,s .s) s2 .(s + 2)

2010

sic.
ou-
Pg 

"^- - {tr-

l.È: Si verifichi la stabilità con il criterio di Bode della Ed,T. G(s)
fase e il margine di guadagno.

ì-:r' j':-l,. ii.ii r;ìa:r ,':1.r,

La F.d.T. G(s).H(s)ha ipolia parle reale negativaipt=pz=-10. Posto5 =io, siha

10s 10G(ja).H(ja) =

los
H(s) = . e si calcoli il margine di

(s + 10)?

('.'#)'(ja + fi)'



lo(rr) nUdl = 20 los 10 - 40 los

ll diagramma di Bode è riporlato nella figura 3.40.

l,e
i,.[#J

a
Ò = -2 arctq --10
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log o
o kadAl

_ 45"

- 90"

-tJl

figura 3.40 -180'

ll sistema ad anello chiuso è stabile essendo m o= 45' a ffis= 21 dB.

Nella figura 0.41 è mostrato il diagramma di Bode tracciato con LabVlEW della F.d.T. ad anello apefio:

G(s) H(s) = '0 ,
(s + 1o)'

25

, §-j

-50:;

i

1r< -

:.:; -?È§-;
1Om 1g0m 3. 10 10O 1k

figura 3.41

ll sistema ad anello chiuso è stabile come mostrano il margine di fase e quello di guadagno.

6
§.
3

s
2

§ dB'i:' 'r I '"', , :.".'

ea;riÀtrqià r:,fT
,ù&*rÉ;;,,'r:



, 4OO Wodulq,l - . Sistemi di controllo a tempo eontinuo

e,sercTzI
{ " Si verifichi la stabilita del sistema con il criterio dì 4. Si verifichi la stabilità con il criterio di Nyquist della

Nyquist la cui funzione di trasferimento ad anello Fd.T. ad anello aperto:
aperto è: ,^ ,2)

G(s) H(s) = --lÌl
G(s) a(s) = **-

(s+3) (.-t)
5" Si verifichi la stabilità di un sistema con il criterio di

p. Si veri1chi la stabilità di un sistema con il crierio di Nyquist Ia cui F.d.T. ad anello aperto è:

Nyquist la cui F.d.T. ad anello aperto è:

G(s) H(s) 
--J-

-\-/ \-/ (s+0.2).(s+0,5)

G(s) H(s) =frffi
6. Si verifichi la stabilità di un sislema con il criterio di

§. Si verifichi la stabilità con il criterio di Nyquist della Bode la cui F.d'T. ad anello aperto è:

F.d.T.:

G(s).H(s) = 'ot = 
G(s)'H(s) =

(s + 10)2

ad anello apefio e si calcoli il margine di fase e il

margine diguadagno.

1000

(s + 0,5). (s + 5). (s + 10) . (s + 20)

7. Si verifichi la stabilità di un sistema con il criterio di Bode la cui F.d.T. ad anelio aperto è:

G(s).H(s) = (0,05.s + 1).(0,1.s + 1)'(0,2.s +1).(2.s + 1)
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iò di

I Stabilisci se le seguenti affermazioni sono vere
o false.

,. Un sistema è stabile quando il segnale di usci-
ta è limitato heltemPo.
E vero
tr falso

2, La stabilità di un sistema dipende dal tipo di
segnale d'ingresso.
E vero
tr falso

3. Un sistema è stabile se la F.d.T. ad anello chiu-
so contiene poli a parte reale positiva.
El vero
tr falso

4. ll criterio di stabilità di Nyquist è un metodo di
tipo grafico.
fl vero
tr falso

5. ll criterio di stabilità generalizzato di Nyquist
utilizza la F.d.T. ad anello aperto per la verifica
della stabilità.
E vero
tr falso

6. ll criterio di stabilità ristretto utilizza la F.d.T. ad
anello aperto con poli a parte reale positiva per
la verifica della stabilità.
D vero
tr falso

7. ll criterio di stabilità di Bode utilizza entrambi i

grafici (modulo e fase) per la verifica della sta-
bilità.
E vero
D falso

8. ll margine di fase e di guadagno, nei criteri di
stabilità, consentono divalutare il grado di sta-
bilità di un sistema.
Q vero
D falso

9. !l margine di fase, per il criterio di Nyquist, è
riferito alla misura dell'angolo individuato dal
vettore unitario quando diviene uguale al mo-
dulo deldiagramma di NYquist.
tl vero
tr falso

lo. I sistemi stabili, per il criterio di Bode, hanno
un margine di guadagno negativo.
tl vero
tr falso




