Capitolo 1

L’insieme dei numeri complessi

1.1 Introduzione ai numeri complessi

Definizione 1.1.1 Assegnata una coppia ordinata (a,b) di numeri reali si
definisce numero complesso [’espressione

z=ua+ b

I numeri a e b sono detti rispettivamente parte reale e parte immaginaria di
z e sono indicati con i simboli

a=NRe z b=Sm z.

[ numeri con parte immaginaria nulla possono essere identificati con i numeri
reali e percio si scrive semplicemente a e non a +¢0. I numeri con parte reale
nulla sono detti immaginari puri e si scrivono semplicemente b invece che
0+ ¢b; in particolare il numero 0+ 1 si indica semplicemente con ¢ ed e detto
unita immaginaria.

Due numeri complessi a + tb e ¢ 4 ¢d sono uguali se e solo se a = ce b =
d. Nell’insieme dei numeri complessi si possono introdurre le operazioni di
somma e di prodotto tramite la seguente definizione.

Definizione 1.1.2 Dati due numeri complessi a+tb e c+ud, la loro somma
¢ il numero complesso
(a+c)+ub+d),

mentre il loro prodotto ¢é il numero complesso

(ac — bd) + t(ad + bc).
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La somma e il prodotto cosi definiti godono delle proprieta associativa e
commutativa.
Osserviamo che, posto z = a + tb e 0 = 0 4 (0, risulta

z24+0=(a+)+(0+0)=a+ b=z

per cui 0 ha le stesse proprieta formali dell’insieme dei reali, ovvero di essere
elemento neutro per la somma. Per ogni numero complesso z = a + tb ¢
possibile definire I’opposto come

—z=—a— b

tale che z + (—z) = 0. La differenza tra due numeri complessi si definisce
come la somma dell’opposto, infatti

(a4 ) —(c+d) =(a+ b))+ (—c—1d) =a—c+(b—d).

E facile vedere dalla definizione di prodotto che il numero complesso 1 + ¢0
e elemento neutro per il prodotto.

Assegnato z = a + b si definisce coniugato di z il numero zZ = a — b, e che
si puo indicare anche con z*. Inoltre se z # 0 si puo definire il reciproco 1/z
come il numero x + vy tale che

1
z-—=1

z

Deve essere
ar —by =1 a b
(a+¢)(:c+ay) be+ay =0 t a2+ b2 Y a? + b?
Dunque
1 a —b

— = +¢ .
z  a?+b a4+
In pratica 1/z puo essere ottenuto cosi

1 1 a— b a b

z a+ib  (a+b)(a—b) Tt @t

L’insieme dei numeri complessi munito delle operazioni di somma e prodotto
¢ indicato con C.
Osservazione. Dalla definizione di prodotto risulta

F=11=(0+1)(0+ 1) = —1.
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Forma trigonometrica di un numero complesso

Un numero complesso z = a + tb puo essere rappresentato geometricamente
nel piano cartesiano R? con il vettore di componenti (a,b). Tale rappre-
sentazione viene detta forma trigonometrica ed e visualizzata nella seguente
figura.

H
Consideriamo il numero complesso z = a + b e il vettore OP che lo rap-

=
presenta. Il vettore OP puo essere rappresentato o attraverso le componenti
a,b oppure assegnando la lunghezza p e 'angolo 6 formato con ’asse reale

positivo intendendo come positivi tutti gli angoli ottenuti mediante rotazione
*)

in senso antiorario dal semiasse positivo alla semiretta che contiene OP. Il
numero reale non negativo p viene indicato con |z| ed ¢ detto modulo di z
mentre 1’angolo 6 si chiama argomento e si indica con arg(z). Valgono le
seguenti relazioni:

1. a = Rez = |z| cos(arg(z));
2. b=SQmz = |z]sin(arg(2));
3. |z = Va2 + b%

4. sinf =b/p;

5. cosf = a/p;
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6. tanf = b/a.

In definitiva z puo essere scritto in questo modo
z = |z] (cos(arg(z)) + tsin(arg(z))) .

Osservazione. La rappresentazione in forma trigonometrica di un numero
complesso non fornisce una corrispondenza biunivoca tra la coppia (|z|, arg(z))
e i punti del piano complesso. L’origine del piano complesso corrisponde in-
fatti alle (infinite) coppie della forma (0, ) indipendentemente dal valore di
6. Se assumiamo |z| # 0 notiamo che un punto del piano complesso individua
sia la coppia (|z|,#) che la coppia del tipo (|z|, 0 + 2k).

Il modulo di un numero complesso soddisfa le seguenti proprieta:

1. |z| > 0 per ogni z € C e |z| =0 se e solo se z = 0;
2. |z122| = |z1||22] per ogni z1, 23 € C;
3. |21 + 22| < |z1| + |22] per ogni z1, z, € C.
L’argomento di un numero complesso soddisfa le seguenti proprieta:
1. arg(z129) =arg(z;)+arg(zs) per ogni z1, 25 € C;
2. arg(z1/zy) =arg(z1)—arg(zy) per ogni z1, 29 € C.

Il numero complesso Z = z*, coniugato di z = a+ b, € legato alla parte reale,
immaginaria e modulo di z dalle seguenti relazioni:

1. Rez = (2 + 2%)/2;

2. Qmz = (z —z")/(2);

3. |2]? = 22*.
Inoltre

1. (21 + ZQ)* = ZT + Z;;

2. (z120)" = 2725,



CAPITOLO 1. L’INSIEME DEI NUMERI COMPLESSI 5

Formula di De Moivre

Posto z = p(cosf + ¢sin ) dalla formula del prodotto ¢ facile dedurre che,
pern=12 ...:
2" = p"(cosnf + tsinnd).

Infatti per n = 1 la relazione ¢ banalmente verificata. Assumendola vera per
un certo n proviamola per n + 1.

2 =2 2 = 2"p(cosf + 1sin 0) =
= p"(cosnb + tsinnb)p(cos + 1sinh) =
= p"*!(cosnb cos § — sinnb sin 6 + ¢(sin nf cos O + cosnf sin b)) =
= p"(cos(n + 1)8 + ¢tsin(n + 1)0)).
Radici n-esime di un numero complesso
Assegnato w € C si vogliono determinare tutti i numeri z € C tali che
2" =w.

Tali numeri sono detti radici n-esime di w. Proviamo che ogni numero
complesso ammette esattamente n radici distinte e diamo una formula per
calcolarle. Posto

w = r(cos ¢ + Lsin @)

z = p(cosf + tsinf)
I’equazione 2" = w si scrive
p"(cosnb + tsinnf) = r(cos ¢ + tsin ¢).

Ricordando che due numeri complessi sono uguali se hanno lo stesso modulo
e argomenti che differiscono per un multiplo di 27 abbiamo
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ricavando allora

p=1/r

2
o2 2T

n n

Quest’ultima relazione fornisce dei valori distinti di € in corrispondenza di
k= 0,1,2,...,n — 1. La radice che si ottiene per k = 0 ¢ detta radice
primitiva o fondamentale. Per k = n si trova

2nm
0= ¢ +— = ¢ + 27
n n n
che coincide con la radice primitiva. Situazioni analoghe valgono per k£ > n
e k < 0. Le radici n-esime di un numero complesso sono dunque n e sono

ottenute dalle relazioni:

2km
o= 0=C4 T 0 e,
n n
I punti Py, ..., P, 1 corrispondenti alle radici n-esime di w si trovano tutti

sulla medesima circonferenza di centro lorigine e raggio {/r e sono i vertici
di un poligono regolare a n lati.

Esempio 1.1.1 Calcolare le radici quinte di 1.
Applicando la formula si ha

2k 2k
V1 = cos (Tﬂ) + ¢ sin (Tﬂ) k=0,1,2,3,4.

Esponenziale complesso

Sia z un numero complesso non nullo scritto nella forma trigonometrica
z = |z|(cos @ + tsin6).

Evidentemente il numero complesso w = z/|z| ha modulo unitario. Dunque
un qualunque numero complesso non nullo puo essere espresso come prodotto
di un numero reale positivo (il suo modulo) e un numero complesso di modulo
1’

z = |z|w, lw| = 1.
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Siano ora z; e 2o due numeri complessi di modulo 1:

21 =cosf+ tsinf |21] =1

2y = COSQ+ Lsing |2o| = 1.
Dalla definizione di prodotto si ha:

2129 = cos(f + ¢) + ¢tsin(0 + ¢)
|ZlZQ| =1

arg(z122) = arg(z1) + arg(z).

Notiamo che la moltiplicazione di z; e 2z si traduce in una somma (quella
degli argomenti) e in particolare per ¢ = —@ si ha

Z1%9 = 1.

Questo comportamento e analogo a quello della funzione esponenziale reale.
Infatti
e’ = e, ee™ = 1.

Questa analogia formale suggerisce di introdurre una rappresentazione del
numero complesso di modulo 1 che faccia intervenire I'esponenziale del suo
argomento. Ovviamente non si tratta di esponenziali reali in quanto bisogna
rappresentare numeri complessi. Queste considerazioni motivano, seppure in
modo intuitivo, I'introduzione della formula di Eulero:

e = cosf + 1 sin b

per la rappresentazione di numeri complessi di modulo 1. Se z € C allora
puo essere rappresentato come

5= peLG

dove p rappresenta il modulo mentre 6 e 'argomento di z.

Sia ora z un generico numero complesso espresso nella forma z = x + wy.
Considerando l'analogia formale con gli esponenziali reali imponiamo che
I’esponenziale di una somma sia il prodotto degli esponenziali, cioe

e® = T = %,
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Questa relazione, insieme alla formula di Eulero, pone la seguente definizione
di esponenziale di un numero complesso:

e” = "™ = e*(cosy + tsiny). (1.1)
Da questa si deducono le seguenti proprieta:
1. Ree? = €* cosy;
2. Qme* = e siny;
3. |e*| = e*;
4. arg(e®) = y.

Utilizzando la (1.1) & facile provare che per I'esponenziale complesso valgono
le stesse regole dell’esponenziale reale:

1. e*T% = e*e", per ogni z,w € C;
2. (&) = e,

Non ¢ possibile estendere al campo complesso la proprieta di stretta positivita
di cui gode I’esponenziale reale, pero e possibile provare che

e £0 VzeC.

Infatti se esite un numero complesso zy = xg + typ tale che e** = 0 dovrebbe
essere

e cosyy =0 cosyp =0

-

esinyy =0 sinyg =0
e cio e assurdo. La definizione di esponenziale complesso ha pero una conse-
guenza imprevedibile se si considera 'analogia con la funzione esponenziale
reale. Infatti per qualunque k € Z si ha

ert2km Ttry+2kme x+u(y+2km)

=€ =€

= e”(cos(y + 2km) + ¢sin(y + 2kn)) =

= e*(cosy + tsiny) = €*

cioe la funzione esponenziale complessa ¢ periodica di periodo 2me¢.
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Alcune proprieta di modulo e argomento

La forma esponenziale complessa permette un’agevole dimostrazione di al-
cune proprieta del modulo e dell’argomento di un numero complesso. Siano
infatti

21 = pret™ e Zy = pae'?®
allora
le2 — p1€L91p2€L92 — p1p2€L(91+92)
e dunque
|2122] = |21]|22] e arg(zi1ze) = arg(z) + arg(zs).
Analogamente
ﬁ — p1€L91 _ &eL(ﬁl—GQ)
zo  pee®2 py
da cui
21 P1
—|=—, e arg(zi/ze) = arg(z) — arg(zs).
22 P2

In particolare
LCM‘ —

|21e |21
arg(ze") = arg(z) + « (1.2)

dunque la moltiplicazione di un numero complesso per I'esponenziale di un
immaginario puro provoca una rotazione. Inoltre

L71'/2| —

|210] = |z€ |21]

m
arg(zit) = arg(z) + 5

ovvero la moltiplicazione di un numero complesso per I'unita immaginaria
provoca una rotazione di 7/2.

Esempio 1.1.2 Calcolare modulo e argomento del numero complesso

1
v /2
z = € .
1+ L\/g
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Sfruttando la proprieta (1.2) abbiamo
) ( 1 ) LT
arg(z) = ar —
J g 1+ L\/g 2

o) (525

—V3-4
= arctan ( V3 ) — —arctan(V/3) = z
4 3
Dunque
ar (Z):_I_'_z:z
g 37276
Inoltre
] ’ 1 IRAVEY I
Zl = = |- — —| = .
14+ V/3 4 4 2

Seni e coseni complessi

Fissato o € R dalla formula di Eulero si ha:

e = cosa + ¢sin o

e ' =cosa — tsin a.

Sommando e sottraendo queste due relazioni si ottengono rispettivamente:

eLOé _"_ e—LOt
cosqy = ———
2
e
) el _ gl
sino =
2L

Poiche abbiamo dato significato all’esponenziale anche nel caso in cui « sia
complesso possiamo facilmente estendere la definizione di seno e coseno a
tutto il campo complesso nel seguente modo. Per ogni z € C:

eLZ _|__ e*LZ

Cos z =
2
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Lz —iz
— €

2t
Con tali definizioni non e difficile provare che molte proprieta delle funzioni
trigonometriche, quali ad esempio le formule di addizione e sottrazione e le
formule di duplicazione, continuano a valere. Le funzioni seno e coseno cosi
definite sono funzioni periodiche di periodo 27. Infatti

. €
Sl 2 =

6L(z+2k7r) + efL(z+2k7r) e L e t?

cos(z + 2km) = 5 = 5 = COS 2.

Analoga dimostrazione vale per la funzione seno. Le funzioni seno e coseno
complessi, a differenza di quelle reali, possono avere modulo maggiore di 1.
Per esempio

eL(2L) + e*L(QL) e2 4 e2

2) = = > 2.
cos(2t) 5 5

Seni e coseni iperbolici complessi

Le funzioni trigonometriche iprboliche sono definite usado l'iperbole equi-
latera centrata nell’origine con coefficienti @ = b = 1, e avente pertanto
equazione

2 —y?=1.

Gli asintoti coincidono con le rette bisettrici dei quadranti. Per definire le
funzioni trigonometriche iperbolice si utilizza esclusivamente il ramo a destra

di equazioni
y==+var?—1, x> 1.

Dato un numero reale positivo ¢, sia P il punto del ramo superiore della curva
che individua il settore iperbolico di area A = t/2, evidenziato in rosso nella
seguente figura.
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Si definiscono coseno iperbolico, cosht, e seno iperbolico, sinht, rispettiva-
mente 'ascissa e l'ordinata del punto P. Considerando che si puo considerare
negativa l'area se il punto P ha ordinata negativa allora ¢ possibile defini-
re le funzioni trigonometriche iperboliche anche per valori negativi di t. E
possibile comunque derivare espressioni analitiche per il seno ed il coseno
iperbolico (appena definiti per via geometrica) utilizzando altre funzioni no-
te. Infatti fissato ¢ € R il seno ed il coseno iperbolico sono uguali alle seguenti
espressioni:

el + et et —et
cosht = L e sinht = ————
2 2

E naturale allora estendere al campo complesso questa definizione, ponendo,
per ogni z € C:
e +e* eF—e’”

coshz = ——— e sinh z =
2 2

Le funzioni appena definite risultano essere periodiche di periodo 27¢. Infatti

ert2km + ef(z+2k7n) e+ e

cosh(z + 2km) = 5 =—5 = cosh z.
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Tra funzioni iperboliche e funzioni circolari valgono le seguenti relazioni

t(ez) _ p—u(ez) —z _ ,z
1) sin(z) = ‘ ‘ S € — sinhz
2t 2
t(tz) —u(e2) —z z
2)  cos(tz) = i e cosh z
2t 2
3) sinh(wz) = ‘ _26 - ;Le =sinz
4)  cosh(1z) = % = COS Z.

Gli zeri delle funzioni iperboliche
Vogliamo determinare ora i valori z € C che annullano le funzioni iperboliche.

2T — o = k.

simhz=0ee—e?*=0cc¥=1cc¥=c¢
Analogamente
coshz=0oef+e =0 =-1<

T
o 2 = !tk o o 'S + kme.

Osservazione. Se Z e un numero complesso tale che sinh Z = 0 allora dalla
proprieta 1) vista precedentemente deve essere

tsin(ez) = 0 < sin(t2) =0
e cio implica che ¢z ¢ zero della funzione seno. Dunque dalla definizione
sin(z) =0= z=kn

infatti la funzione seno e una funzione dispari. Inoltre se Z ¢ un numero
complesso tale che cosh Z = 0 allora dalla proprieta 2) deve essere

cos(tZ) = 0= cos(—t2) =0

e dunque gli zeri sono

z:g—i-lmr

infatti la funzione coseno e pari.
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Logaritmo di un numero complesso
Per r > 0 e o € R sappiamo che la funzione logaritmo (reale) ha la seguente
proprieta:

logre® = logr + loge* = logr 4+ aloge = logr + a.

Definiamo con abuso di notazione il logaritmo complesso in modo che questa
proprieta venga conservata. Poniamo infatti per z # 0:

log z = log(|z|e" "2 = log |2| + warg(z) + 12k ke Z.

Si noti che la funzione logaritmo cosi definita ¢ una funzione ad infiniti valori.

Esponenziale con base complessa

L’esponenziale complesso si definisce a partire dai logaritmi complessi. Per
z,w € C si pone:

LW — oW logz _ ew(log\z\JrLarg(z)JrLZkﬂ) ke,

Per esempio
2 tloge 6L(log\L|+Larg(L)+L2k7r) —

L =€

— eL(Lﬂ/2+L2k7r) — 6—7'(/2—2/4}7'(.



Capitolo 2

La Trasformata di Laplace

2.1 Introduzione

Le equazioni differenziali ordinarie e le equazioni alle derivate parziali de-
scrivono in modo molto accurato una grande quantita di fenomeni naturali
in diversi campi delle scienze applicate. Uno strumento molto potente per
risolvere questi problemi e la trasformata di Laplace che trasforma appunto il
problema differenziale in un’espressione algebrica elementare. In questo ca-
pitolo sara descritto appunto tale strumento e la sua applicazione ad alcuni
di tali problemi differenziali.

Definizione 2.1.1 Una funzione F(t) ¢ detta generalmente continua nel-
Uintervallo [a, b] se questo puo essere suddiviso in un numero finito di inter-
vallt in ciascuno dei quali la funzione é continua ed ammette limite destro e
sinistro finiti.

Un esempio di funzione generalmente continua e illustrata nella seguente
figura.

15
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Una funzione generalmente continua puo presentare, come unico tipo di di-
scontinuita, dei salti, ovvero punti in cui i limiti destro e sinistro esistono,
sono finiti ma diversi. Una funzione generalmente continua nell’intervallo
finito [a, b] & sicuramente integrabile.

Definizione 2.1.2 Una funzione F(t) ha ordine esponenziale o se esistono
due costanti oo, M > 0, tali che per qualche ty > 0 risulta

|F(t)] < Me™, per ogni t > 1.

Per esempio la funzione F(t) = e* ha ovviamente ordine esponenziale a,
mentre
F(t)=1t", n>0

ha ordine «, per ogni n € N. Infatti

ot it adt? amtn amt®
e Il"‘Oét—FT—i‘T"—"— ol + > ol
quindi
"< n—!eo‘t
a{n

Le funzioni trigonometriche cost, sint sono limitate quindi hanno ordine
esponenziale 0, mentre F'(t) = e~* ha ordine esponenziale —1. La funzione
F(t) = ¢ non ¢ di ordine esponenziale. Infatti

—at _t3 _ _t3—at
le”*e" | =e
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e questa quantita puo essere resa maggiore di qualunque quantita assegnata,
facendo crescere opportunamente t.

Definizione 2.1.3 Sia F(t) una funzione definita per t > 0. Si dice Tra-
sformata di Laplace di F(t), ed ¢ indicata con LIF(t)], la sequente

LIF(t)] = f(s) = /0 T e tp (1), (2.1)

con s parametro reale.

La Trasformata di Laplace L[F(t)] esiste se 'integrale in (2.1) esiste per
qualche valore di s.

Vediamo ora le condizioni sufficienti per 'esistenza della trasformata di La-
place.

Teorema 2.1.1 Se la funzione F(t) é generalmente continua in ogni inter-
vallo limitato 0 < t < ty ed e di ordine esponenziale o per t > ty allora la
trasformata di Laplace

+oo
f(s)=L[F(t)] = / e S (t)dt.
0

esiste per ogni s > .
Dimostrazione. Fissato un qualunque ¢y > 0 abbiamo

—+00 to —+o00

/ e TP (t)dt = / e S F(t)dt + / e SF(t)dt.
0 0 to

Poiche F'(t) ¢ generalmente continua su [0, to] essa ¢ ivi integrabile e dunque
il primo integrale a secondo membro esiste. Per quanto concerne il secondo
integrale, abbiamo:

/ h €StF(t)d?f' </ el < / ierow

to to 0

+oo +oo
= / e S E(t)|dt < / et Me®dt
0 0

+00 M +0oo
= M/ elo=tqp = — (v — s)e(o‘_s)tdt
0 @ =5 Jo

M

S —
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per s > a. UJ

Teorema 2.1.2 Sia F(t) tale che
1.
lim F(t) = o0

t—0

2. F(t) continua a tratti in ogni intervallo to <t < ty, per qualche toy > 0;

3.
limt" F(t) =0
t—0
per qualche n €0, 1[;
4. F(t) é di ordine esponenziale o per t > ty,

allora LIF(t)] esiste. O

2.1.1 Proprieta delle Trasformate di Laplace

Assumiamo che per una assegnata funzione F'(t) valgano le ipotesi del teore-
ma 2.1.1 allora per la trasformata di Laplace sono valide le seguenti proprieta.

1. Proprieta di linearita:
L[ClFl(t) + CQFQ(t)] = ClL[Fl (t)] + C2L[F2(t>] Vcl, Cy € R, S > Q.

Dimostrazione.

+o0
L[ClFl(t) + CQFQ(t)] = / eist(ClFl (t) —+ CQFQ(t))dt
0
+o0 +o0
= C1 / G_StFl (t)dt + CQ/ G_Sth(t)dt
0 0

= o L[Fy ()] + 2 L[Fy(8)]. O

2. 1% Proprieta di traslazione:
posto
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si ha
Lle™F(t)] = f(s — a), Va eR, s> a+a.

+oo

/ —st atF
0
+

/ (a stF
0

+oo
/ C—atp()dt = f(s —a). O

0

Dimostrazione.

atF

8

3. I1* Proprieta di traslazione:

posto
LIF(t)] = f(s)
‘ F(t—a) t>a
G(t) =
{ 0 t<a
risulta

LIG(t)] = e * f(s), s> a.

19
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Dimostrazione.

4. Proprieta del cambio di scala:

posto
LIF(t)] = [f(s)
si ha
L[F(at)] :lf <f>, a>0, s> aa.
a” \a
Dimostrazione.
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Vediamo ora le trasformate di Laplace di alcune funzioni fondamentali.

1.

1
L[1] = -, s>0
s
Infatti
+o00 P
L]l = / e *dt = lim e *tdt
0 p—=+00 Jg
1 [P
= — lim —/ (—s)e *dt
p—+oo § 0
1 1
— _ 1 _ —st p — O
p—1>Toos[e }0 s’ 825
2.
1
L[t] = ?, S > O
Infatti

1 e  peP 1
= i - —— — = — >0
porhoo L‘Q s s } 2 ST
3. per ognia € R
1

Lie™ = : > a. 2.2
=  s>a (22)
Infatti basta osservare che L[1] = 1/s ed applicare la I* proprieta di

traslazione;
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4.

L[sinat] = m, S > O,
5. s

L[Cosat] = m, s > 0.

Queste ultime due trasformate possono essere calcolate utilizzando la
definizione di trasformata di Laplace, ma vediamo di trovare un modo
alternativo.

Supponendo che la (2.2) sia vera anche per numeri complessi, possiamo
scrivere

1
Ll = _ st s ¢ (2.3)

s—w  s24+a? 24 q? 52 + a2

Applicando la proprieta di linearita si ha
Lle***] = Llcos at 4 ¢sin at] = L[cos at] + ¢L[sin at]

S a

+¢
52 + q? 52 4+ qa?

quindi
Llsinat] = ﬁ, Llcosat] = 2 j e
6. a
Llsinh at] = oy s > al;

at _ ,—at
Llsinhat] =1L {L}

1 1
—— at__L —at
SLle) = 5Ll

_1 1 1
2|s—a s+a

a
:m, S > \a|
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Llcosh at] = ——, s > lal.
s —a

Analogamente al caso precedente, ricordando che

eat + e—at
2

cosh at =

Vediamo ora alcuni esempi di applicazione delle altre proprieta della trasfor-
mata di Laplace.

Esempio 2.1.1

1
Lle " cos2t] = st
s2+2s+5
Ricordando che 5
Llcos 2t] = —
s?+4
st ha 41 1
Lle " cos 2t] = i i

(5+12+4 (s+1)2+4

Esempio 2.1.2

3
Lsin 3t] = 219
Posto f(s) = L[sint] si ha
) 1, /s 1 1 3
Llsin 3t] = gf (g) ~ 3 <§>2 | =219
3
Teorema 2.1.3 Se L[F(t)] = f(s) allora
dn
LIEF(@)] = (-1 f(s) = (-1 F(s), s > o
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Allora, per induzione

df d +o00 L
= = SLE(t)dt
ds ds/o ¢ ®)

400 o
— . fstF
/0 s (t)dt
+oo
:/ (—t)e "' F(t)dt
0

_ / " S P ()t = — LR (1),

Dunque

LItF(t)] = = f'(s)
e la tesi e vera per n = 1. La dimostrazione si completa per induzione.
Assunta vera la tesi per un fissato k dimostriamola per k + 1.

Lt"E@t)] =Lt (t"F(t))]

d ook
= - LI F@)]

d

— (DR

dk+1

= (‘Ukﬂwf(s)- O
2.1.2 Trasformata di Laplace di derivate e funzioni pe-
riodiche

Teorema 2.1.4 Sia F(t) continua in 0 < t < ty, di ordine esponenziale o
pert > to, ed F'(t) generalmente continua in 0 <t <ty. Posto

LIF@)] = f(s)

st ha
L[F'(t)] = sf(s) — F(0) 5> a.
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Dimostrazione.

+oo P
LIF'(t)] = / e SUF'(t)dt = lim e SUF'(t)dt
0

p——+o00 0

= lim {[e—stF(t)]g’Jrs /O ’ e‘StF(t)dt}

p—+00

= lim {e_SPF(p) —F(0)+s/0p e_StF(t)dt}

p—+00

p——+o00 p——+o00

~ lim e PF(p) + lim (s /O pe“F(t)dt—F(O)).

Essendo F' di ordine esponenziale il primo limite ¢ nullo e dunque segue la
tesi. [
Osservazione 1. Se nelle ipotesi del precedente teorema F(t) non ¢ continua
in t = 0 ma esiste il

lim F(t) = F(0%),

t—0t
allora si puo provare che
LIF'(t)] = sf(s) — F(07).
Osservazione 2. Se F(t) non ¢ continua in ¢ = a, allora si puo provare che
LIF'(t)] = sf(s) = F(0) — e"*(F(a®) — F(a™)).
Teorema 2.1.5 Sia L[F(t)] = f(s). Se F®)(t) ¢ continua in 0 < t < 1,

e di ordine esponenziale per t > to, per k = 0,1,....,n — 1, e F™(t) ¢
generalmente continua in 0 <t < tgy, allora

LIF™(t)] = s"f(s) = > s"*F*D(0).
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Dimostrazione. (Per induzione). Per n = 1 la tesi ¢ una diretta conseguenza
del teorema 2.1.4. Supponiamo vera la tesi per k e dimostriamola per k + 1.

LIF&D@)] =1L {%F(’“ (t)] = sL[F®(t)] — F®(0)

=5 {skf(s) - Zsk_jF(j_l)(O)} — F®)(0)

k
= s"1f(s) = > sFIHFIY(0) — FW(0)
j=1

k+1

= sk f(s) — Z P RGD(0). O
=1

Teorema 2.1.6 Sia F(t) una funzione periodica di periodo T > 0, cioé
F({t+T)= F(t) per ogni t. Allora
T
/ e ST F(t)dt
0

1— e—ST

LIF(t)] =
Dimostrazione.

L[F(t)] :/O+OO e_StF(t)dt:/OTe_StF(t)dt—l—/QTe_StF(t)dt—i—...

T

+00 (k)T
= / e S (t)dt (posto t = u + kT)
k
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Supponiamo ora di dover calcolare la trasformata di Laplace della funzione
parte decimale di ¢ definita come

dove
|t] = max{n € N | n <t}

¢ la parte intera di ¢. La funzione ha il seguente grafico:

vssss

Indicata con f(s) la sua trasformata di Laplace risulta

1—¢e? 1—e3

te=st1t 1t
{— ¢ } + - / e stdt
S 0 S 0

LIF(#)] =/° e’“F(t)dt_ : /Olte_Stdt
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2.1.3 Trasformata di Laplace di integrali
Teorema 2.1.7 Sia L[F(t)] = f(s), allora

o] [ P - 10

G(t) = /O t F(u)du.

Dimostrazione. Poniamo

Osserviamo che G'(t) = F(t) e G(0) = 0. Passando alla trasformata di
Laplace di ambo i membri segue:

LIG/(1)] = SLIG()] — G(0) = SLIG(D)

ma poiche

risulta

Esempio 2.1.3

t .
L{/ sin 2udu} = Llsin 2] = 22 .
0 s s(s?+4)
Teorema 2.1.8 Posto L[F(t)] = f(s) ed F(t) soddisfacente le ipotesi del
teorema 2.1.1 si ha
lim f(s)=0.

s—+00

Dimostrazione. .
f(s) = / e *'F(t)dt
0

abbiamo ,

lim f(s)= lim lim e S F(t)dt.

S—+00 S—+00 p—+oo 0



CAPITOLO 2. LA TRASFORMATA DI LAPLACE 29

Quindi

p P
/ e_StF(t)dt' < / e e Mdt
0 0

=M et
0
M
_ —(s—a)t]P
"
M
— —(s—a)p _
o [e P 1} .

Passando al limite per s,p — +o00 si ha

[e7¢™@P — 1] = lim M
s—>+oo (¥ — S

lim lim =0

s—+oo p—+oo X — S

e quindi segue la tesi. [

2.1.4 Divisione per t
Teorema 2.1.9 Sia L[F(t)] = f(s). Se

esiste ed e finito allora

Dimostrazione. Sia

ovvero F(t> _ tG(]ﬁ)j

passando alle trasformate di Laplace dei due membri ed applicando il teorema

2.1.3 segue

LIF() = LEG()] =~ LG
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Posto g(s) = L[G(t)], abbiamo

F(s) =~ gls).

Integrando membro a membro tra s e p e utilizzando il teorema 2.1.8 segue:

[ = [ Zatariu= o6~ st

Da quest’ultima passando al limite per p — +o0 segue la tesi. [J

2.1.5 Applicazione delle trasformate di Laplace al cal-
colo di integrali

Se f(s) = L[F(t)] allora

da cui .
lim f(s) = f(0) = lim e *'F(t)dt = / F(t)dt.
0

s—0 s—0 0

Dunque

urche gli integrali in oggetto siano convergenti).
P g g gg

2.2 Antitrasformata di Laplace

Definizione 2.2.1 Se N (t) é una funzione di t tale che, per ognit > 0, si
ha

t
/ N(u)du =0
0
allora N si dice Funzione Nulla.

Esempio 2.2.1 La funzione:

1 t=1/2
Nit)=<¢ -1 t=1
0 altriments

¢ una funzione nulla.
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In generale ogni funzione che abbia valore nullo in tutti i punti, eccetto in
un insieme numerabile, ¢ una funzione nulla. Evidentemente

LIN(#)] = 0.

Definizione 2.2.2 Se L[F(t)] = f(s) ¢é la trasformata di Laplace di F(t)
allora F(t) si dice Antitrasformata di Laplace di f(s) (oppure Trasformata
Inversa) e si scrive

F(t)=L7'[f(s)].

L1 ¢ detto Operatore Trasformata Inversa di Laplace.

Evidentemente poiche la trasformata di Laplace di una funzione nulla ¢ 0 ne
consegue che

LIF(#) + N(0)] = LIF(#)] + LIN(8)] = LIF(t)]

e percio possiamo concludere che in generale due diverse funzioni possono
ammettere la stessa trasformata di Laplace.

Se si escludono le funzioni nulle e pero possibile stabilire un risultato di uni-
cita, vale infatti il seguente teorema.

Teorema 2.2.1 (Teorema di Lerch). Funzioni diverse continue e definite
nell’intervallo [0, +00) ammettono trasformate di Laplace differenti. O

Nel seguito assumeremo sempre, salvo esplicita affermazione contraria, che
siano soddisfatte le ipotesi del teorema di Learch.

2.2.1 Proprieta dell’Antitrasformata di Laplace

1. Proprieta di linearita:
se fi(s) ed fa(s) sono le trasformate di Laplace di Fi(t) ed Fy(t)
rispettivamente, allora

L7 erfi(s) + cafa(s)] =i L7 fi(s)] + caL7 [ fa(s)]

= ClFl(t) + CgFg(t), Vcl, Co € C.

Dimostrazione.

Llei Fi(t) + co Fy(t)] = c1fi(s) + cafa(s)



CAPITOLO 2. LA TRASFORMATA DI LAPLACE

conseguentemente
i Fi(t) + coFy(t) = L7V [Lic Fy(t) + co Fy()]]
= L7 e1fi(s) + cafo(s)];
ma, poiche Fy(t) = L7 f1(s)] e Fy(t) = L7 [fo(s)] segue la tesi. [J
2. I* Proprieta di traslazione:

posto

si ha

L7 f(s—a)] = e™F(t).

Dimostrazione. Poiche
Lle"F(t)] = f(s — a)

allora
L f(s—a)] =e“F(t). O

In alternativa

f(s—a) = /0+<>0 e~ IR (1) dt

[ ceerioa- e

Dunque
L 'f(s—a)] =e"F(t). O

3. II* Proprieta di traslazione:
posto

si ha

0 t < a,

32
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con a > 0.
Dimostrazione. Da

si ha

se

allora
1 t

L) = 17 (1)

Dimostrazione. Per la proprieta del cambio di scala delle trasformate

di Laplace si ha:
L {F (é)} — kf(ks).

L7Yf(ks)] = %F (%) O

Allora

. Antitrasformata di Laplace delle derivate:
se

allora
L7 (s)] = (=1)""F(1).
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Dimostrazione. E una immediata conseguenza dell’analoga proprieta
delle trasformate di Laplace. [J

6. Antitrasformata di Laplace di integrali:
se

allora
F(t)

[ o] = TO

Dimostrazione. E una immediata conseguenza dell’analoga proprieta
delle trasformate di Laplace.

7. Prodotto per s:
se

e F(0) =0, allora

Se F(0) # 0 allora
L™sf(s) = F(0)] = F'(t),

quindi
L~ sf(s)] = F'(t) + L [F(0)].

Dobbiamo quindi determinare quale funzione ammette come trasfor-
mata una costante. Per questo definiamo la seguente funzione:

1/e 0<t<e
FE(t):
0 t>¢

dove € > 0.
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™M

E chiaro che per ¢ — 0 laltezza del rettangolo cresce oltre ogni li-
mite mentre la larghezza tende a 0, in modo tale pero che 'area del
rettangolo sia costantemente uguale a 1, cioe

+oo
/ F.(t)dt = 1.
0

Calcoliamo la trasformata di Laplace di tale funzione.

LIF.(t)] = /0 m e P F.(t)dt

€ efst 1 _ efsz-:
:/ dt = )
0o € se

Quando ¢ tende a zero, la funzione F.(t) tende ad una funzione, che
viene indicata con §(t), chiamata delta di Dirac o funzione impulsi-
va unitaria. La traformata di Laplace della funzione §(¢) si ottiene
calcolando il limite, per ¢ che tende a zero, della trasformata di F_(¢):

LI5(8)] = Tim L{F.()] = Tim ——¢

e—0 e—0 SE

=1.

Per ottenere I'ultimo passaggio e sufficiente applicare il Teorema di de
L’Hopital. In definitiva

L' [sf(s)] = F'(t) + F(0)8(1) (2.4)

La funzione §(t) gode delle seguenti proprieta:
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(1) “+oo
/ S(t)dt = 1
(ii)

per ogni funzione continua G(t);
(i)
+oo
/ it —a)G(t)dt = G(a)
0
per ogni funzione continua G(t) e per ogni a > 0;

(iv)
L[o(t —a)] = e™*;

8. Divisione per s:

se

allora

L—lrﬂgq :tAtmedw

Dimostrazione. Basta tener conto dell’analoga proprieta delle trasfor-
mate di Laplace. [J

9. Proprieta di Convoluzione:

L7 f(s)] = F(t)
L7 g(s)] = G(t)
allora

L7f(s)g(s)] = /0 Fu)G(t —u)du=F xG.

F G ¢ detta Convoluzione di F' e (.

Dimostrazione. La tesi ¢ dimostrata se si prova che

F()g(s) = L [/Ot Fu)G(t — u)dul.
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Allora

~ i /0 = ( /O Fa( — u)du) dt =

lim SM

M—+oo

dove

Il
-~
=
\W/ )
= =
—~ u
S =
_ =
= |
2 =
= G}
R =
"N ~—
/0 F
~__ m
= [\D]
s 3
<
S —
/0 /
Il I
=
7p)

ed Ry, € la zona indicata in figura.

RIEBRIRLHKLRK,
A
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Consideriamo ora il

v=t—u
uU=1u

QRRXXKS
LRRKK
SRKS

TS
038,
&
&
&
X
XS

(XX

Ve

>

Q
Q
Q

5
28

R
5

R

38

t=t(v,u)=v+u
u=(v,u) = u.

seguente cambiamento di variabili

Cosicche la regione Ry, ¢ trasformata nella regione R,, in figura. Per
un noto teorema sul cambiamento di variabile negli integrali doppi si

ha:

dove

e quindi

Dunque

Sy = / /R PG u)dude

_ / / T E)G(0) () dude

J(u,v) =

SM:// e~ (1) G(v)dudv.

M M—v
Sy = / / e~ B (u)G(v)dudv.
v=0 Ju=0

@
ov

@
ov

@
ou

@
ou
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Definiamo ora la seguente funzione:

e~ P (u)G (v) ut+v<M

0 u+v>M 0<v< M.

In termini di questa funzione abbiamo
M M
Sy = / K (u,v)dudv.
v=0 J u=0
Allora

M M
lim Sy = lim / K (u,v)dudv
v=0 Ju=0

M—+oc0 M —+o00

M M
= lim / / e P (u) G (v)dudy
v=0 Ju=0
M

M—+o0
M
= lim e_suF(u)du/ e G(v)dv
M=+oo Jy— v=0

([T emrwan) ([T erewan) = ). 0

Si puo dimostrare che il prodotto di convoluzione gode della proprieta
associativa, commutativa e distributiva.
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2.3 Scomposizione in Frazioni Parziali

Sia f(s) una funzione razionale a coefficienti reali
P(s)
Q(s)
tale che il grado del polinomio al denominatore sia maggiore di quello al
numeratore. Il problema della scomposizione in frazioni parziali (detta anche

ib fratti semplici) consiste nello scrivere f(s) come combinazione lineare di
funzioni razionali (dette appunto frazioni parziali) del tipo

1 1 1 As+ B C
s—a; (s—a)? T (s—a)" (s—a)tB? (s —a)?+ B2
determinando ovviamente i coefficienti della combinazione. Il motivo di tale

necessita sta nel fatto che tali funzioni ammettono tutte un’antitrasformata
calcolabile in modo immediato rispetto alla rappresentazione (2.5).

fs) = (2.5)

Definizione 2.3.1 Sia s = a un punto di discontinuita della funzione f(s)
(in generale funzione di variabile complessa). Se la funzione f(s) puo essere

scritta come
FO) = o, bl £0

dove ®(s) é continua in una regione che contiene s = a ed n € un intero
positivo, allora z = a viene detto polo di ordine n.

Vedremo che la scomposizione in frazioni parziali dipende dai poli di f(s).
I Caso: La funzione f(s) ammette n poli reali distinti.

Questo significa che il polinomio @(s) ha grado n ed ammette appunto n
radici reali e distinti aq,...,a,, con o; # «; se ¢ # j. In questo caso la
funzione ammette la seguente scomposizione in frazioni parziali:

fo)= Ay A A > ! (2.6)
j=1

sS—ap  S— o 5— oy, s —

Per calcolare i coefficienti Ay, ... A, ci sono diversi modi. Supponiamo sia

352 +s—1
f(S):m-
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I poli della funzione sono s = 0, s = 1, pertanto

332—1—5—1_A+ B N C
s(s2—1) s s—1 s+1°

Si riducono le frazioni al medesimo denominatore e quindi si uguagliano i coef-
ficienti dei numeratori ottenendo un sistema di equazioni algebriche lineari
che, risolto, permette di determinare i coefficienti. Quindi

A(s*—1)+Bs(s+1)+Cs(s—1) (A+B+C)s?+(B-C)s— A

s(s? —1) s(s? —1)

Pertanto si deve risolvere il sistema lineare

A+B +C = 3 (A =1 (A= 1
B -C = 1 B +C = 2 { B = 3/2
—A = -1 B -C =1 | C = 1/2

Un secondo metodo ¢ la cosiddetta tecnica dei residui.
Moltiplichiamo la relazione (2.6) per s — «; ottenendo

S—Oéj

F)(s—ay) = A+ 3 4

T
Calcolando il limite per s — «; e considerando che tutti i poli sono distinti

si ottiene

A; = lim f(s)(s — o).

S—aj

Il valore A; prende il nome di residuo della funzione f(s) rispetto al polo «;.
Rappresenta il coefficiente dello sviluppo in frazioni parziali che moltiplica la
funzione (s — a;)~!, e solitamente si scrive:

Aj = R[f(S), Oéj].
Considerando I’esempio visto in precedenza

f(s)_332+s—1_é+ B n C
©os(s2—-1) s s—1 s+1

dove

2
-1
A =lim sf(s) :limgsL =1
5—0

s—0 s§2—1
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2
-1
B =lim(s — 1)f(s) :limgsL _3

s—1 s—1 S(S + 1) 2
. . 3sP4+s—1 1
¢=Jim s+ 1Df(s) = Im === =5
IT Caso: La funzione f(s) ammette un polo di ordine n.
Sia P(s)
s
f(s) =
= 40)

ed assumiamo che f(s) abbia un solo polo « di ordine n (ovvero s = «a ¢
radice del denominatore con molteplicita n). In questo caso f(s) puo essere
scomposta nel seguente modo

A Ay Ay
f(s):S—O[_'_(S—O[)Q—i_.“_'_m. (27)

In questo caso sappiamo solo che A; e il residuo del polo « rispetto alla
funzione f(s)

Al = R[f(S), O[]
Moltiplicando per (s — «) si ottiene
A Ay
_ —A P e LN
(s —a)f(s) 1+8_C(+ +(S_C(>n71

da cui segue
Ay = R[(s — a)f(s),a]

e, in generale, la proprieta che

Ay=R[(s—a)f7 f(s),a], k=1,...,n (2.8)

che, pero non fornisce un metodo pratico per calcolare tali costanti. Molti-
plicando (2.7) per (s — «)" si ottiene

(s—a)"f(s) = Ai(s—a)" T+ Ax(s— )" 2+ -+ (s—a)A,_1 + A,, (2.9)
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da cui, calcolando il limite

A, = lim(s — a)"f(s).

S—a
Derivando (2.9) si ottiene

Lls—a)f(s) = Aln—1)(s )" 4 (n —2) As(s — )"~
(2.10)

+o A,

da cui, calcolando il limite

A,—1 = lim di(s —a)"f(s).

s—a dS

Derivando (2.10) si ottiene

d2
@(s —a)"f(s) = Ailn—1)(n—2)(s—a)" 2+ (n—2)(n—3)As(s — a)"*
++ 24,5,
(2.11)
1. d? "
An—z = 5 lim — (s — )" f(s)
e via via fino a calcolare A;:
1 ) dnfl .
Ay = (= 1) lgré = (s —a)" f(s). (2.12)

La formula (2.12) fornisce quindi ’espressione generale del residuo di un po-
lo di molteplicita n, quindi insieme alla relazione (2.8) consente di calcolare
tutte le costanti A, k=1,...,n.

Come esempio calcoliamo ora la scomposizione in frazioni parziali della fun-

zione
353 — 252 +s+4

(s —1)*

fs) =

Si ha
A B C D

Py S s PR g DAL g SR
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Quindi
A=RI[f(s),1] = llimal—g(333—232+s+4) =3
’ 3l s—1 ds3 ’
B=R|[(s—1)f(s),1] = lhmd—2(333—2s2+s+4) =7
’ 2! 51 ds? ’

C=R[(s=1)7°f(s),1] = limdi(3s3 — 25 +s5+4) =6,

s—1 ds

D=R[(s—1)%f(s),1] = 113(333 — 25 +5+4)=6.

In definitiva abbiamo

3 7 6 6
IO =t o T oo T o

IIT Caso: La funzione ammette due poli complessi coniugati.
Il caso dei poli semplici complessi coniugati rientra evidentemente nel caso
piu generale gia visto per i poli semplici. Tuttavia una scomposizione ad
hoc per questo caso puo risultare molto utile. Prendiamo in considerazione
una funzione razionale con una coppia di poli semplici complessi coniugati.
L’estensione poi al caso di piu poli semplici complessi coniugati ¢ abbastanza
immediata.
Sia .
fls) = o)

Q(s)
con )(s) avente una coppia di zeri semplici in zp = a+ 18 e Zg = a — 1.
Inoltre assumiamo che P(s) e (s) sono polinomi a coefficienti reali.
Allora F'(z) ammette la seguente scomposizione:

B s—a B B
F) =240 — 5 2B o (2.13)
A = Re [R[f, )] (2.14)

B = Sm[R[f, so]] (2.15)
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ovvero A + 1B = R[f, so).
Dalla decomposizione di f per poli semplici possiamo scrivere

_ R[S, 2] n R[f,Z0] _

S — 2o S — 2

f(s)

_ R[f) ZO] + R[f, ZO]

s — 2o s—7Zy

Dimostriamo innanzitutto che

R[f,Zo] = R[f, 20].

Innanzitutto osserviamo che

Q(s) = (s — z0)(s — Zo),
Calcoliamo ora il residuo in z:

R[f,z0] = lim (s — z9)f(s)

S—20

i P PG
s—z20 § — 2 20 — 20

__P=)
21Sm(z0)

Di conseguenza

R[f? ZO]

Calcoliamo ora il residuo in Zzg:

R[f,Zo] = lim (s —Zo)f(s)

S—Z0

i P) _ PG
s—=Z20 S — 2o Z0 — 20

_ Pz
—21S8m(z0)



CAPITOLO 2. LA TRASFORMATA DI LAPLACE 46

Poiche P(s) € un polinomio a coefficienti reali allora P(Zy) = P(z) segue la
tesi:

R[fa EO] = R[f7 Zo].
Posto A = Re[R]f, z0]] e B = Sm[R]f, z0]] abbiamo

A+.B A—1B

Fz) = (z—a)—Lﬁ+(z—a)+LB

(A+B)[(z =) +f] + (A = 1B)[(z — @) — 1f]

(z —a)?+ 2
_ Alz—a)+1B(z —a)+1AB - Bp
B (z —a)?+ 32
Az —a) —1B(z —a) — LA — BfS
- (z—a)+ B
2A(z — «) 2Bp

GoaP+ R GoaP+p
Esempio 2.3.1 Scomporre in frazioni parziali con il metodo dei residui la

funzione

10s — 22
f(s) = s244s+ 13"

Il denominatore della funzione assegnata presenta due zeri complessi coniu-
gati nei punti
§1 = —2+4 3¢, Sg = —2 — 3.

Calcoliamo ora il residuo nel polo s;:

10s — 22
R = li - = s1L9213,
[f(S), Sl] si)r?1(8 Sl)f(S) s—>£r21}|—3b s+ 2 + 3t
[ 10s—22 _ —20 4300 — 22
s +2+3 s=—243 B G
—42 4300

=——=5+4"7u..
6 + 7L
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Quindi in questo caso risulta:

B (s +2) 3
/() _QA(3+2)2+9_ (s+2)2+9
(s +2) 3

(s+224+9  (s+22+9

Abbiamo visto i tre casi separatamente ma, come vedremo in seguito, quando
una funzione presenta contemporaneamente poli di natura diversa allora la
scomposizione in frazioni parziali e la somma dei contributi derivanti dalla
scomposizione rispetto a ciascun polo. Per esempio la funzione

5s +1
s2(s — 1)(s% + 2s + 2)

fls) =

ammette la seguente scomposizione

A B C 2D(s+1) 2F
M) = T S e i) GrEel
con A = R[f(3>,1]
B = R[f(s),0]
C = Rlsf(s),0]
D+E = R[f(s),—1+]

2.4 Applicazioni delle trasformate di Laplace

Applicazione alle equazioni differenziali

Esempio 2.4.1 Risolvere la sequente equazione differenziale applicando le
trasformate di Laplace

Y+ Y (1) =t

Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione differenziale.

LIY"(t) + Y (t)] = L[t],
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posto y(s) = L[Y (¢)] risulta

$2y(s) — sY(0) — Y'(0) + y(s) = —

s
s3 —2s2+1
(" +Dyls) = 5 +s-2=—
e, in definitiva:
() s3—2s2+1
§) = ——F——.
Y s2(s?2+ 1)

La funzione ammette il polo doppio s = 0 e due poli complessi coniugati
s = =, pertanto la scomposizione in frazioni parziali e la seguente

B é E 2C's 2D

y(s) s+s2+32+1_32+1
dove PEE T
§° — 287 +
A =R 0 =lim ————
(5),0] = lim - 7
— lim (332—43)(32+1)—23(s3—232—1—1):O
s—0 (82+1)2
o2 =252 41
B = Rlsy(s), 0] = i —=—— =1
s3—2524+1 -+ 3 1 3
C D:R :]_' = — — —
T y(s). 4 s s2(s+1) -2t 2+2L
Quindi
(s) 1+ S 3
S) = — —
Y s2 5241 s2+417

da cui, applicando 'antitrasformata di Laplace si ricava

1 S

?+s2+1_82+1 =t+cost — 3sint.

Y(t)=L"

Esempio 2.4.2 Determinare la soluzione generale dell’equazione differen-

ziale
YO(t) = 3Y"(t) + 3Y'(t) — Y (t) = t3€".
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Poiche in questo caso le condizioni iniziali sono arbitrarie, poniamo
Y (0) = A, Y'(0) = B, Y'(0)=C
con A, B, C' costanti arbitrarie. Passando alle trasformate di Laplace si ha:
LIY®(t)] = 3LIY" ()] + 3L[Y'(1)] — L[Y ()] = L[t*¢]
ovvero, detta y(s) la trasformata di Y (¢):

(s%y(s) — As®* — Bs — O) — 3(s*y(s) — As — B)+

+3(s(s) —A) ~ () =

Isolando y(s) segue

()_A32+(B—3A)s—3A—BB+(J+ 2
N (s — 1) (s —1)°
C1 Co C3 2

S Al o Al s s e Sl YT

Passando all’antitrasformata di Laplace si trova

Y (t) At 4t 4 et 4+ L
= — € Cole Ca€e — €.
2 2 760

Esempio 2.4.3 Risolvere la sequente equazione differenziale applicando le
trasformate di Laplace

Y"(t) —2Y'(t) + Y (¢t) = sinht
con condizioni iniziali Y (0) =1 e Y’'(0) = 2.
Applicando la trasformata di Laplace
LY"(t)] = 2L[Y"(t)] + LY (t)] = L[sinh ]

e ponendo y(s) = L[Y (t)] segue

1
-1

s*y(s) — sY(0) — Y'(0) — 2sy(s) + 2Y(0) +y(s) = =
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1
s2—1
3
(32—25+1)y(s):s—|—821_1 S SQi—il_l
s3 —s+1
yls) = (s—1)3(s+1)
La funzione ammette la seguente scomposizione in frazioni parziali

o A, B C D
s) =
T T s o1 T o1 (s 1)

Sy(s) — s — 2 — 2sy(s) + 2+ y(s) =

dove 5 . .
. 8T —s+
A= Rly(s), —1] = lim 1P 8
1, d* s$$—s+1
B =R U=glmgs o1
1. d B3s*—1)(s+1)—(s*—s+1) 1. d 2s°+3s*—2
= —lim — =—lim— —————
2 s—1ds (S + 1)2 2 s—1 ds (3 + 1)2
_ 1 (652 + 65)(s +1)% — 2(s + 1)(25> + 35> — 2)
T 2.0 (s+ 1)
L (6s* +6s)(s+1)—2(2s+3s*—2) 124—-6 9
= —lim = — = —.
2 5001 (s+1)3 2 8 8
od $2—s+1 2834352 —2 3
C—R[(S—l)y(s),l]—lgﬁ%?—g_fg EECES
s$3—s+1 1
D =R[(s—1)? 1] =1 _ ==
(s = D)y(s), 1] = lim ———— =7,
quindi

ol L9 3 1 1
§)=—= — —
Y Ss+1 8s—1 4(s—1)2  2(s— 1)

da cui, applicando 'antitrasformata di Laplace

1 9 3 1
Y(t) = —ge_t —f- get —f- Ztet —+ ZtQGt.
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Esempio 2.4.4 Risolvere

Y"(t) + w?Y (t) = F(t)

Applicando la trasformata di Laplace si ha:
LIY"(t)] +w*L[Y (t)] = L[F(t)]

(s"y(s) — Y (0) = Y'(0)) + w?y(s) = f(s)

OvVVero ) #(s)
S — S
yls) = 52 + w? + 52 + w?
; 2 ()

s?+w? 24 w?  s?+w?
Applicando il teorema di convoluzione

Y (t) :L—lls_2 ]+L‘1[ /(5) ]

52 4+ w? 52 4+ w?

2 sin wt L F sin wt

= t— t) *
CoS W - (t) »
2sinwt 1 [*
= coswt — +—/ F(u)sinw(t — u)du.
w w Jo

Esempio 2.4.5 Risolvere il sequente problema ai limiti:

Y"(t) 4+ 9Y (t) = cos 2t
Y(0)=1 Y(n/2) = —1.

Poiche Y’(0) non ¢ noto, ma interviene nelle trasformate delle derivate,
poniamo arbitrariamente Y'(0) = k. Allora

LIY"(t)] + 9L[Y (t)] = Llcos 2t]

S

s*y(s) — sY(0) — k + 9y(s) = ]
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3 2
9 B s 87+ ks +5s+4k
SY(s) +9y(s) = s+ h+ 5= = )
s3 + ks? + bs + 4k
(s2+4)(s*2+9)

2As 4B 2C's 6D

y(s) =

y(S>IS2+4_S2—|—4+82+9_32+9
dove 35+ ks?+5s+4k
s+ ks + o5+
A+.B = R[y(s),2] = li
+t [y(s), 2] S (s +2¢)(s®+9)
8 —4k+ 100+ 4k 1
= 5(40) 10
e

S3+k32—|—58+k
D = =1
CHeD = Rly(s). 3 = m — ey

=27 -9k + 150 +4k  —Hk—-12¢. 2 k
= = = — — —.

(=5)(6¢) —300 5 6

La trasformata di Laplace y(s) risulta quindi

_1 S +4 S N k
5 8244 5 8249 249

y(s)
Passando alle antitrasformate si trova

1 4 k
Y(t) = 5 €O 2t + - €08 3t + 3 sin 3t.

Imponendo in quest’ultima espressione la condizione Y (w/2) = —1 segue
k =12/5 e quindi la soluzione richiesta é:

1 4 4
Y(t) = - 8 2t + 7 Cos 3t + R sin 3t.

Esempio 2.4.6 Risolvere il sequente problema ai limiti:
Y”(t) —2Y'(t) + 2Y(t) = cost

Y(0)=0  Y(r/2)=0.
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Poiche Y’(0) non ¢ noto poniamo arbitrariamente Y’(0) = k. Applichiamo
la trasformata di Laplace al problema assegnato.

LIY"(t)] — 2L[Y'(t)] + 2L[Y (t)] = L[cos 1]

2 S
s2y(s) = sY/(0) = k = 2sy(s) +2Y (0) +2y(s) = 5
ks +s+k
292542 S B
(2= 25 4+ 2)y(s) = =
ks®+ s+ k

Vo) = T =251 0)

La funzione ammette due coppie di poli complessi coniugati +¢ e 1+, quindi
ha la seguente scomposizione in frazioni parziali:

2As 2B 2C(s—1) 2D
y(s) = 3 T2 - 2 - 2
s?2+1 241 (s—1)2+1 (s—1)2+1
dove g2 L
S§° 45+
A+:B =R = li
T ly(s). ] = (s+0)(s? —2s+2)
L 1 1+2 1
eoi—2) (-2) 1xz 10T
e

. ks®+s+k
C+iD = Rly(s).1+1) = lim 2ot

_2Lk:—|—1+L—|—k:_2Lk‘—|—1+L—|—k: -2 —
o (T+20)(20) 0 2(=2+1)  —2—u

1
= 1o (k2 =2 — 0 — 20 1= 2k + 1k)

1 1 1
(] Bk —3)) = —— .
10( Sk — 31) 10 10(5k+3)¢
La trasformata di Laplace y(s) risulta
1 s 2 1 1 (s—1)  5k+3 1
y8) =t 53775 = 5 2 T 2
5s2+1 5s2+1 5 (s—12+1 ' 5 (s—12+1
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Passando alle antitrasformate si trova

1 2 1 ok +3
Y(t):gcost—gsint—getcost+ i

elsint.

Imponendo in quest’ultima espressione la condizione Y (7/2) = 0 segue

2 5k+3

Y 2 —_ — = 71'/2 = 0
(m/2) 5 + 5 e
da cui si ricava
2 — 3¢™/2
k="
5€7r/2
quindi la soluzione e:
1 2 1 2
Y(t) = 5 cost — gsint — get cost + = et sin t.

Esempio 2.4.7 Risolvere, utilizzando le trasformate di Laplace, la sequente
equazione differenziale

Y"(t) = 3Y'(t) +2Y () = 4t + 12, Y (0) =0, Y'(0) = 6.
Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione da risolvere:
LIY"(t)] = 3L[Y'(t)] + 2L[Y (t)] = 4L[t] + 12L[e7"],

da cui, posto y(s) = L[Y (t)] e sostituendo le condizioni iniziali in 0, si ha

4 12
2
—6-3 2(s) = = + ——
y(s) = 6 Bsy(s) + 29(s) = 5 + o
4 12
23 2) =6+ —
y(s)(s s+ 2) +32+s+1

B 653 4+ 1852 + 4s + 4
B s?(s+1)

Quindi
353 + 952 + 25 + 2
y(s) =2— 5
s2(s+1)(s? — 3s + 2)

., 388495+ 2542
25+ 1)(s—1)(s—2)




CAPITOLO 2. LA TRASFORMATA DI LAPLACE 95

La funzione y(s) ha un polo doppio e tre poli semplici quindi ammette la
seguente scomposizione in frazioni parziali

2 s 82 s+1 s—1 s5-2
dove d 3s>+9s%42 2
§° 4+ 9s8° + 25 +
A =R 0] = lim —
s) O = e D - =2
. d3s34+952+25+2 3
= lim — ==
s—0ds s3— 282 —s+2 2
35 + 95 + 25 + 2
lsy(s), 0] = I e e = D = 2)
35 + 95 + 25 + 2
C=R —1] =1l =1
3 2 2 2
D = Ry(s), 1] = lim 25 195 £2542 ¢
s—1 s2(s+1)(s —2)
3 242 2 11
E = Rly(s),2] = lim o> 195 2542 11
s=2 s2(s+1)(s—1) 2
Quindi
(s) 1+2+ 2 16 + 11
5) =~ + — — .
Y s s s+1 s—1 s—2

Antitrasformando y(s) si ottiene la soluzione dell’equazione differenziale di
partenza
Y(t) =142t +2e " — 16e’ + 11e*.

Esempio 2.4.8 Risolvere, utilizzando le trasformate di Laplace, la sequente
equazione differenziale

Y'(t) — 4Y'(t) + 3Y (t) = F(t), Y (0) =1, Y'(0) =0,
dove F(t) é una funzione che ammette trasformata di Laplace f(s).

Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione da risolvere:

LY"(t)] = 4L[Y'(1)] + 3L[Y (1)] = LIF (1)),
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da cui, posto y(s) = L[Y (t)] e sostituendo le condizioni iniziali in 0, si ha
s*y(s) — s — 4sy(s) + 4+ 3y(s) = f(s)

(s* —4s +3)y(s) = s — 4+ f(s)

quindi
s—4 f(s)

s2 —4s+3 * s2 —4s+3
Osserviamo che possiamo trasformare in frazioni parziali il primo addendo a
secondo membro, in quanto ¢ indipendente da F'(t), per il secondo addendo
possiamo scomporre in frazioni parziali la funzione che non dipende da f(s)
e per antitrasformare il risultato applichiamo il teorema di convoluzione.

Quindi

y(s) =

A B C D
y(s)—8_3—1—8_1+f(s) L’—S—Fs—l}
Calcoliamo i coefficienti A, B, C, e D:
s—4 1
A= 2 =
s =)o ~ 2
s—4 3
B =1 — 1) = -
(s = D5 =) ~ 2
1 1
¢ =l =59 ~ 2
1 1
D =1i 1) =
s L P sy s
Quindi
1 3 1 1
y(s) = — + + f(s) -

2(s—=3) 2(s—1) 2(s—3) 2(s—1)|°

Antitrasformando y(s) si ottiene la soluzione dell’equazione differenziale di
partenza applicando il teorema di convoluzione

e3t 3€t
Y(t) = -5t t F(t)xe* + F(t) * e
€3t 3€t

t t
=—+—+ / F(u) % 39 dy + / F(u)e'"du.
2 2 0 0
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Esempio 2.4.9 Utilizzare le trasformate di Laplace per risolvere la sequente
equazione differenziale:

Y'() +4Y(t) = F(t),  Y(0)=0, Y'(0)=1

F(t):{1 0<t<1

dove

0 t>1.
Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione da risolvere:
LY ()] +AL[Y ()] = LIF(2)],
da cui, posto y(s) = LY (t)] e sostituendo le condizioni iniziali in 0, si ha
s*y(s) — sY/(0) = Y"(0) +dy(s) = LIF(t)]
s*y(s) — 1 +4y(s) = L[F(t)]

A questo punto si puo calcolare la trasformata di Laplace della funzione F'(t)
applicando direttamente la definizione:

LIF(t)] = /0 +ooe’StF(t)dt

1 _
1—e°
:/ e Stdt = .
0 S

1—¢e¢ 1—¢e°
(4 dy(s) =1+ —— =T =€
S S

L’equazione algebrica diventa

da cul
s+1—e° 1 1 e’

y(s) = S(214) #1421 4) (44

Poniamo per comodita

()=
§) = ——-x
g s(s?2 +4)
e scomponiamo in frazioni parzili ¢(s), funzione che ammette un polo sem-
plice s = 0 e due poli complessi coniugati s = +2¢:
A 2B(s — a) 208

98) = -t T m T T

s (s—a)2+p2 (s—a)+p
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dove . .
A= Rlg(s),0) = limy < = |

a =0, f =2 e inoltre
1 1

B+ =R 2t = lim —— = ——.

In definitiva

e quindi

§) = ——— T —
S e ey T By Sl PR TRy
L’antitrasformata delle due funzioni dove compare il fattore e™* ¢ data dalle
seguenti funzioni a tratti:

L t>1
L—l e’ — 4
4s
0 0<t<l1
e
1
s —cos2(t — 1) t>1
- | =014
4(s? +4)
0<t<l1.
La soluzione Y (t) ¢ quindi:
B I N S
5 1 1% 1 T gcos >
Y(t) =
Sin2t+1 ! 2t 0<t<l1
5 1 70
da cui semplificando ulteriormente:
in2t 1 1
SH; —ZCOSQt—FZCOSQ(t—l) t>1
Y(t) =
in2t 1 1
= + — — —cos2t 0<t<1

2 4 4
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Equazioni differenziali ordinarie a coefficienti variabili

La trasformata di Laplace puo essere utilizzata anche per risolvere alcune
classi di equazioni differenziali a coefficienti variabili. In particolare essa e
molto utile per risolvere equazioni differenziali i cui termini hanno la forma:

Y (M (),
Infatti in questo caso la trasformata di Laplace e data da
dm
LY ™ @) = (-1 Ly ()]
Sm

Esempio 2.4.10 Risolvere
tY'"+Y' +4tY =0

Y(0)=3 Y'(0) = 0.
Applicando la trasformata di Laplace si ottiene

LItY"| + LY +4L[tY] =0 <

d d
= (s*y(s) — sY (0) = Y'(0)) + sy(s) — Y(0) — 4£y(s) = 0.
ovVvero 4
(s2+4)d—g+sy(s) =0 &
dy  sds
y  s24+4

Integrando si ha
1
logy + 5 log(s® +4) =C
cioe o
s) = .
u(s) s?24+4

Per determinare l'antitrasformata di y(s), consultando la tabella delle tra-
sformate si verifica che

Y(t) = CJy(2t).!

1Jo(t) & la funzione di di ordine zero definita da:

t2 4 16
Tolt) =1= 55+ 3 ~ g T
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Imponendo la condizione Y (0) = C'Jy(0) = 3 segue C' = 3; dunque
Y (t) = 3Jp(2t).
Esempio 2.4.11 Risolvere il sequente problema ai limiti con coefficienti va-
riabili
tY"+2Y'+tY =0
Y(0T)=1 Y(m) = 0.

Passando alle trasformate di Laplace di ogni termine,

L (y(s) - Y (0%) ~ Y(0)) + 2spls) ~ Y(0) — yls) =01
oppure
() — 2s(s) + 1+ 2s9(s) — 2 — o/ (5) = 0
—(s* 4+ 1)y'(s) — 1 = 0; y'(s) = — = ir :

Integrando si ha
y(s) = —arctan s + A.

Poiche per il teorema 2.1.8 y(s) — 0 per s — 400 deve essere A = 7/2.
Quindi

7r
y(s) = 5 arctan s = arctan —.
s

Dalla tabella delle trasformate di Laplace risulta

Y(t)=L" larctan 1] =—.

S

Si noti che questa funzione soddisfa la condizione Y (7) = 0.

e risulta
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Sistemi di equazioni differenziali ordinarie

Esempio 2.4.12 Risolvere

(dX
=L = 2X(1) - 3Y (1)
dy
=Y (1) - 2X()
X(0)=8  Y(0)=3.

\

Passando alle trasformate di Laplace di ambo i membri abbiamo:

I {%] —OL[X ()] — 3LV (2)]

L ﬁl—ﬂ = LY (t)] = 2L[X(1)]

sz(s) —8 =2x(s) — 3y(s)
sy(s) =3 =y(s) — 22(s)

dove z(s) e y(s) sono le trasformate di Laplace di X (¢) e Y (¢) rispettivamente.

Equivalentemente
(s —2)x(s) + 3y(s) =8

22(s) + (s — 1)y(s) = 3.

Risolvendo il sistema, per esempio con la regola di Cramer, si trova

8 3
(o A3l s
T T 3 [T (s —4)
2 s—1

La funzione z(s) ammette la seguente scomposizione in frazioni parziali:

A N B
s+1 s—4

x(s) =
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dove g 17
. S —
A :R[x(s),—l]zslirgl P =5
8s — 17
[#(s), 4] = lim ———— =3,
quindi
(s) 5 N 3
x(s) =
s+1 s—4

e la prima componente della soluzione del sistema e

X(1) =L—1[x<s>1=L—1[ 5,3 }

s+1 s—4
= 5et + 3ett.

Per la funzione y(s) risulta

(s—2) 8
B 2 3 B 3s — 22
A e T P Ty
2 s—1

La funzione z(s) ammette la seguente scomposizione in frazioni parziali:

(5) = =+ 2
s) —
Y s+1 s—4
dove 3 99
S_
C = Rly(s) 1 = Jim, % =
3s — 22
D =R 4] =1 = —
[y(s), lim —— ,
quindi
5 2




CAPITOLO 2. LA TRASFORMATA DI LAPLACE 63

quindi la seconda componente della soluzione del sistema e

Y(t) =L y(s)) =L L i 1 s E 4}

= He~t — 2e*.

Esempio 2.4.13 Risolvere, utilizzando le trasformate di Laplace, il sequente
sistema di equazioni differenziali

(( X'(t)— Z(t) = e

Y'(t)+ Z'(t) = 1

\

Applichiamo la trasformata di Laplace al sistema ponendo z(s) = L[X (¢)],
y(s) = LY ()] e 2(s) = LIZ(1)]:

4 3{[(3) —X(O) - Z(S) = Si 1
sy(s) —Y(0) + sz(s) — Z(0) = %
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Ricaviamo z(s) dalla terza equazione e sostituiamo la sua espressione nelle
altre due:

[ x(s) = sy(s)
2s +1
2
() = Shyls) +
sy(s) + s3 (s)+282+8—1
\ y y s+1 s

Ora consideriamo solo la terza equazione.

2s2 + s 1_1—1—3—32—233

(% + y(s) = s+1 s s(s+1)

Da cui
14+s—s2—2s3

S) =
y(s) s2(s2+1)(s+ 1)
quindi i poli di y(s) sono 0 (polo doppio), —1 e +¢ pertanto ammette la
seguente scomposizione in frazioni parziali

A B C 2D(s — «) 2EpB

s+32 s+1 (s—a)?+5%2 (s—a)®+ p?

y(s)

dove o = 0 e f = 1, mentre i coefficienti sono

d1l4s—s*>—2s3

A=Rly(s), 0l = lim e e+ 1

=0

14+s5—s2—2s3
B = =1 =1
R[Sy(s)ao] SIE)T%) (82 n 1)(8 + 1)

o 14+s—s5%2—28° 1
C= R[y(8)7 _1] — slilill 82(82 n 1) - _5
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mentre

45— 5% — 2°
D+.E =R =1li
+1 ) = G D)
I e e
=2t 4+ 1)
3i+2 1
_ = —(=1+50).
2(0—1) TR

Quindi D = —1/4 ed E = 5/4, cosicche risulta

_1 1 i °
S A T L N Sl TPy

la cui antitrasformata di Laplace ¢

1 1 5
Y(t)=t+ e '~ -cost— —sint.
(®) * 2 2 2
Per calcolare X (t) potremmo ripetere un procedimento analogo (lo studente
puo farlo per esecizio verificando alla fine che il risultato & lo stesso) oppure

ricavare X (t) dalla terza equazione del sistema di partenza poiche

1 1 5
Xt)=Y'(t)=1- ae*t + ésint - écost

e quindi calcolare Z(t) dalla prima equazione

1 1 5
Zt)=X'(t)—e ' = —564 + icost + isint.

Esempio 2.4.14 Risolvere, utilizzando le trasformate di Laplace, il sequente
sistema di equazioni differenziali

X'(t) +2Y(t) =2X(t) + €
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Applichiamo la trasformata di Laplace al sistema:
LIX'(t)] + 2L[Y (¢t)] = 2L[X (¢)] + Lle']
LIY'(t)] = LIX(8)] = =L[Y'(t)] — L[e'].

Poniamo, come al solito, z(s) = L[X(t)] e y(s) = L[Y (¢)]:

sa(s) = X(0)+ 2y(s) = 2a(s) + ——

suls) = Y(0) = (s) = —(s) - ——
(5= 2)als) + 2(s) = 1 + o = 2=
—a(s) + (s + Dy(s) =1 — Sil = j:f

Per risolvere questo sistema lineare usiamo la regola di Cramer. Calcoliamo
prima il determinante della matrice dei coefficienti

det(8_2 2 ):(s—2)(s+1)+2:s2—s:s(s—1)

-1 s+4+1
quindi
2—s
2
s—1
-2
> 1 s+1
— 1 S—=
w(s) = s(s—1)
s+ D2-s)—2(s—2) 6-—s5—5
s(s —1)2 os(s—1)2°
La funzione z(s) ammette la seguente scomposizione in frazioni parziali:
() A n B n C
x(s) = —
s s—1 (s—1)
dove )
6— 5 —
A = R[z(s),0] = lim ¢
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(—1—2s)s— (6 — s — s?)

-ty ; =7
 6—5—35°
C=R[(s—1)x(s),1] = il_I)I% . =4
Pertanto
6 7 4

s s—1+(s—1)2

Ripetiamo lo stesso procedimento per y(s) :

2—5
s—2
s—1
-2
—1 s :
_ S —
yls) = s(s—1)

(s—2)2+(2—s) s*—5s+6

s(s—1)2 os(s—1)2 7

La funzione y(s) ammette la seguente scomposizione in frazioni parziali

A B C
_l’_

dove )
s°—95s+6
A - R[y(s)a O] - 50 (8 _ 1>2 6
d s> —5s+6
B=R 1] =lim —
y(s),1] = lim
_ _ (<2 _
— lim (2s —5)s — (s* — bs + 6) _ s
s—1 32
. 2 —5s+6
C = R[(s = 1y(s), 1] = lim ———— = 2.
Pertanto
6 5 2
z(s) = — — +

67
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e la soluzione del sistema di equazioni differenziali ¢

X(t) =6—"Te" +4te!
Y(t) =6—5e" + 2te’.

Applicazione alle equazioni integrali e integro-differenziali

Un’equazione integrale ¢ un’equazione avente la forma
b
Y(t) = F(t) +/ K(u,t)Y (u)du (2.16)

dove F(t) e K(u,t) sono date, a e b sono costanti note o funzioni di ¢ e la
funzione Y'(¢) che compare sotto segno di integrale deve invece essere deter-
minata. La funzione K(u,t) ¢ detta anche nucleo dell’equazione integrale.
Se a e b sono delle costanti, ’equazione ¢ detta anche equazione integrale di
Fredholm. Se a € una costante, mentre b = t, ’equazione ¢ detta equazione
integrale di Volterra.

E inoltre possibile trasformare un’equazione differenziale lineare in un’equa-
zione integrale.

Un’equazione integrale particolarmente importante ¢ la seguente

t
Y(t) = F(t) —I—/ K(t —u)Y (u)du.
0
Quest’equazione, di tipo convoluzione, puo essere scritta nella forma

Y(t) = F(t) + K(t) « Y (t).

Prendendo le trasformate di Laplace di entrambi i membri, assumendo che
esistano L[F'(t)] = f(s) e LIK(t)] = k(s), si ha

f(s)

y(s) = f(s) + k(s)y(s) o y(s) = T= k()

La soluzione puo essere trovata applicando I'antitrasformata di Laplace.

Se nell’equazione 2.16 si trova Y'(¢) oppure una derivata di ordine superiore
allora I'equazione e detta integro-differenziale, la cui risoluzione tuttavia,
avviene nello stesso modo.
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Esempio 2.4.15 Risolvere [’equazione integrale
t
Y(t)=t*+ / sin(t — u)Y (u)du.
0

L’equazione integrale puo essere scritta nella forma

Y (t) = t* + Y (t) * sint.

69

Applicando la trasformata di Laplace e il teorema di convoluzione, posto

y(s) = L[Y (t)], si ha

risolvendo

e quindi
Y =1 =17 |54

s°

12 4 1
=2 = 21 =) =24+ —*
(2!)+ (4!) LT

Esempio 2.4.16 Risolvere [’equazione integrale
t
/ Y(t —u)Y(u)du = 16 sin 4t
0

L’equazione puo essere scritta nella forma
Y(t) *Y(t) = 16sin4t.
Prendendo la trasformata di Laplace si ha, per y(s) = L[Y ()],

64
52416

(y(s))* =

oppure
+8

y(s) = \/ﬁ

(2.17)
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Allora
Y(t) = L [y(s)] = £8.Jp(4t)

dove Jy(t) e la funzione di Bessel di ordine zero che abbiamo gia visto a
pagina 59. Cosi
Y (t) = 8Jy(4t)

Y(t) = —8Jo(41)

sono entrambe soluzioni dell’equazione integrale (2.17).

Esempio 2.4.17 Risolvere, utilizzando le trasformate di Laplace, la sequen-
te equazione integrale

Y (t) = cosh 2t + /Ot(t —u)Y (u)du.

Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione integrale ponendo, al
solito, y(s) = LY (t)].

LY (t)] = L[cosh 2t] + L Uot(t - u)Y(u)du}

Il secondo addendo a secondo membro e proprio il prodotto di convoluzione
tra le funzioni G(t) =t e F(t) = Y (¢) pertanto la trasformata di Laplace ¢
il prodotto delle trasformate delle funzioni t e Y (¢):

quindi

da cul
s

I Fa Fi)

I poli di y(s) sono 1 e +2 pertanto y(s) ammette la seguente scomposizione
in frazioni parziali
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Calcoliamo i coefficienti della scomposizione:

_ s 1
A=y =l e = 6

. 1
B = Rly(s), —1] = slggl (s+1)(s2—4) G
, 53 2
C = Rly(s),2] = lg% (s+2)(s2— 1) 3

Si puo infine agevolmente verificare che D = C quindi

1 1 2 2

VO =661 6D 36— 312

Quindi
1 1 2 2
V(1) = L y(s)] = —get — st 4 S 4 e

Esempio 2.4.18 Risolvere, utilizzando le trasformate di Laplace, la sequen-
te equazione integro-differenziale

con condizione iniziale Y (0) = 1.

Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione e poniamo, come al
solito, y(s) = L[Y (¢)]

LY'(t) =L [ /0 t cos(t — u)Y(u)du}

da cui, applicando il teorema di convoluzione:

sy(s)
sy(s) —1= 211
1
sy(s) (1— 32—1—1) =1
s?+1
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In questo caso la scomposizione in frazioni parziali ¢ immediata
1 1

y(s) = RS

e anche la soluzione si trova semplicemente

1
Y(t)=1+ 5752.

Esempio 2.4.19 Risolvere, utilizzando le trasformate di Laplace, la sequen-
te equazione integro-differenziale

Y'(t) +2Y (t) + 2 /t Y (t — u)du = cost

con condizione iniziale Y (0) = 1.

Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione e poniamo, come al
solito, y(s) = L[Y (¢)]

LIY' ()] + 2L[Y (#)] + 2L l / Y- u)du] — Ljcos1]

da cui, applicando il teorema di convoluzione:

2 s
142 Zy(s) =
sy(s) = 1+ 29(5) + 2y(s) =
s% 4+ 2s+2 s2+s+1
—y(s) =
s s 41
da cui si ricava y(s)
s+ 5%+

y(s) =

(s2+1)(s2+25+2)

La funzione ammette due coppie di poli complessi coniugati
S172 = £, S34=—1%1

quindi la scomposizione in frazioni parziali ¢ la seguente

24s 2B 2C(s +1) 2D
s2+1 s24+1 (s+1)2+1 (s+1)2+1

y(s) =
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Calcoliamo 1 residui

3+ 52 +s
A+.B = =1i
+¢ Rly(s), ] o (s+0)(s*+2s+2)

——14+ -1

20—14+20+2)  2(1420)

1 2+ 1(2+)
= = — L).
202—1) 24¢ 10

) s+ 5%+ s
C+:D =R[y(s), -1+ = sig?+L (s24+1)(s+1+2¢)

_2L—|—2—2L—1+L 14+¢ 2—1

(1—20)2 2241)2—1

1 3 L

-2 utl)= 2l

TR A TR Ty

Quindi

o5 L 1 3 s+l 1 1
s) = — - = — - .
N =5 @2yl 582+1 5 (s+12+1 5 (s+12+1

mentre la soluzione ¢

2 1 3
Y(t) = = cost — —sint—e 'cost — —e 'sint.
3 ) 3

5

Applicazioni ai circuiti elettrici

Un circuito elettrico, detto di tipo LRC, (vedere Figura 2.1) e formato dai
seguenti elementi, collegati in serie con un interruttore:

1. un generatore che fornisce una forza elettromotrice f.e.m. E (misurata

in Volt);
2. un resistore avente resistenza R (misurata in Ohm);
3. un induttore avente induttanza L (misurata in Henry);

4. un condensatore avente capacita C' (misurata in Farad).
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Quando si chiude il circuito, una carica @) (misurata in Coulomb) si trasferisce
alle armature del condensatore. Il flusso di tale carica e definito da

d@
L
dt

ed ¢ detto corrente (misurata in Ampere se il tempo ¢ misurato in secondi).
Un importante problema da risolvere in questi circuiti ¢ determinare la carica
del condensatore e la corrente in funzione del tempo. A tal fine si introduce
la caduta di potenziale (o di tensione) attraverso gli elementi del circuito:

a) caduta di potenziale attraverso un resistore:

dQ

[ = R=
R Rdt’

b) caduta di potenziale attraverso un induttore:
dl d?
L— = L—Q;
dt dt?
c¢) caduta di potenziale attraverso un condensatore:

Q

C

d) Caduta di potenziale attraverso un generatore:

—FE.

Valgono le seguenti Leggi di Kirchhoff:

1. la somma algebrica delle correnti che fluiscono verso un nodo qualunque
(per esempio A nella Figura 2.2) ¢ sempre uguale a zero;

2. la somma algebrica delle cadute di potenziale lungo un qualsiasi circuito
chiuso (per esempio ABDFGH A nella figura 2.2) ¢ sempre uguale a
ZETo.
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Figura 2.1: Esempio di circuito LRC.

YN
\_

R Ci Cy

Figura 2.2:
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R
VNVVVNV

Figura 2.3: Circuito per 'Esempio 2.4.20.

Tenendo conto delle relazioni a), b), ¢) e d) e della seconda legge di Kirchhoff
applicata al circuito in Figura 2.1 risulta:

*Q  dQ  Q
Ly + R+ 5 —E=0
ovvero
°Q  dQ  Q

Esempio 2.4.20 Un induttore L di 2 Henry, un resistore R di 16 Ohm ed
un condensatore C' di 0.02 Farad sono collegati in serie con una f.e.m. di E
Volt, come mostrato in Figura 2.3. Pert =0 la carica del condensatore e la
corrente nel circuito sono nulle. Determinare la carica e la corrente in ogni
1stante t > 0 se

a) E =300 Volt;
b) E(t) =50sin3t Volt.

Applicando la seconda legge di Kirchhoff possiamo scrivere

al Q(1)
2 1ern + YWY _ g
g T+ T
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ovvero, tenendo conto che I(t) = dQ/dt:

d*Q dQ | Q)
2y H16Z+ =L =E. (2.18)

Le condizioni iniziali sono:
Q) =0 1(0) = Q'(O) =0. (2.19)

Applicando la trasformata di Laplace ad ambo i membri di (2.18) segue:

oL {;g] +16L {‘fﬂ + ﬁL[Q(m _ 1[E). (2.20)

a) Posto q(s) = L[Q(t)] 'equazione (2.20) si scrive
(s%q(s) — sQ(0) — Q/(0)) + 8(sq(s) — Q(0)) + 25q(s) = .

Isolando ¢(s) e tendendo conto delle condizioni iniziali (2.19) si ha:

() — 150
NS = s(s?2 4+ 8s+25)°

I poli della funzione sono s = 0 ed s = —4 + 3¢ quindi la funzione
ammette la seguente scomposizione in frazioni parziali:

()_é+ 2B(s+4)  6C
N = (s+4)24+9 (s+4)2+9

dove 150
Rla(s), 0] = limy =595
e
150
B = —4 = i (et A1)
+ e R[Q(S)’ - 3L] s%erEFBL S(S +4+ 3L)

150 25 3-4
- S Y

(—4+30)60 3+4 3—4u

quindi
6 6(s+4) B 24

)= T GvaP 40 (FaP0
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Applicando I'antitrasformata di Laplace risulta

Q(t) =6 —6e*cos3t — 8 sin3t

I(t) =Q'(t) = 50e* sin 3t;

b) Se E(t) = 50sin 3t la (2.20) diventa

per cui

150
s249

(s> + 8s + 25)q(s) =

150

als) = (s249)(s>+ 8s + 25)

78

cosicche la funzione ammette due coppie di poli complessi coniugati

s = 431 e s = —4 + 31 pertanto lo sviluppo in frazioni parziali e il
seguente
(s) 2As 6B N 2C (s +4) 6D
5) = — — .
N =270 219 (5+42+9 (s+42+9
Calcoliamo le costanti
150
A+1B R 3 =1l
T la(s), 3] b (s +3)(s? 4+ 8s+25)
150 25 B 25 —3—-2
60(16 + 241) 8u(2 +3t)  8u(=3+2t) -3 — 2
25
27 (23 -9):
104( 3 l’)?
150
C+.D Rlq(s),—4+ 3¢ = lim

s=—4+3 (s2 4+ 9)(s — 4+ 31)

150
60(16 — 241)
25 25 342

8u(2—3t) 8u(3—2t) 3+ 2
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pertanto

s D1 75 s+4

95) = “5 a0 26 219 B G+a2+9

I S
26 (s+4)2+9

Applicando I'antitrasformata di Laplace

25 75 25 75
Qi) = % sin 3t — 5 cos 3t — 2—66_4t sin 3t + 56_% cos 3t

25 25
= 5_2(2 sin 3t — 3 cos 3t) + 56_4t(3 cos 3t — 2sin 3t)

75 25
Ity = Q') = 5(2 cos 3t + 3sin 3t) — ﬁe’4t(sin 3t + 18 cos 3t).
Esempio 2.4.21 Assegnata la rete in Figura 2.4 determinare la corrente nei
vari rami assumendo nulle le correnti iniziali e considerando che:

R1 = QOQ, R2 = 109, Rg == SOQ

e inoltre
E =110V, L, =4H, L, =2H.

Percorriamo i circuiti chiusi KLMNK e NPJKN in senso orario. Percor-
rendo questi circuiti consideriamo le cadute di tensione positive quando si va
contro corrente. Un aumento di tensione ¢ considerato come una caduta di
tensione negativa. Se I e la corrente nel circuito NPJK N questa si divide,
nel nodo K, in I; e I in modo tale che I = I} + I (prima legge di Kirch-
hoff). Applichiamo ora la seconda legge di Kirchhoff ai circuiti KLMNK e
NPJKN, ottenendo rispettivamente:

dl, dl,
—10,(t) — 2— +4— +20L,(t) =
07 (t) o Tt 0L(t) =0

dl
307(t) — 110 + Qd—tl +10,() = 0
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E
— AW
|
Ry Ly I
—ANNVVV\— 0080000 ——
|
Ry Ly
Figura 2.4: Circuito per 'Esempio 2.4.21.
OVVero I il
—5L(t) — — +2—2 + 10L(t) =0
1(t) qt + 0t + 1015(2)
dl
d—tl + 201, (t) + 1515(t) = 55
con condizioni iniziali I;(0) = I5(0) = 0. Passando alle trasformate di

Laplace segue:

(si1(s) — I,(0)) + 20i1(s) + 15ia(s) = %

e, sostituendo le condizioni iniziali,

(s +5)i1(s) — (25 + 10)ia(s) =0

(s +20)i1(s) + 15ia(s) = 5_55

—5i1(s) — (si1(s) — i1(s)(0)) + 2(siz(s) — 12(0)) + 10is(s) =0
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da cul
’il(S) = 2Z2(S)

95

iQ(S) = m

La funzione i5(s) ammette come scomposizione in frazioni parziali

. A C

2(8) =T+ 55
dove

A = RJiz(s),0] = lim 0 _ 1
s—0 25 + 5H
B = Rlis(s), —55/2] = lim 22— 1
s——55/2 28

quindi

. 1 1

2(8) = 5= ST

che ammette come antitrasformata di Laplace

Lt) =1—e %2
Li(t) =2 —2e%t2

I(t) = 1L(t)+ Lh(t) = 3 — 3e/2,



Capitolo 3

Trasformate di Fourier

3.1 Introduzione

La motivazione principale nell’introduzione delle trasformate di Fourier sta
nel tentativo di utilizzare uno strumento che consentisse di calcolare, in forma
chiusa, le soluzioni di alcune classiche equazioni alle derivate parziali (stori-
camente dell’equazione del calore). Infatti, a differenza di quello che accade
per le equazioni differenziali ordinarie le tecniche analitiche per la risoluzione
di equazioni alle derivate parziali risultano essere scarsamente generalizzabili,
ovvero ogni tipo di equazione richiede un particolare metodo. Alla base delle
trasformate di Fourier c¢’e la teoria delle serie di Fourier, una tecnica anali-
tica di rappresentazione delle funzioni di variabile reale alternativa alle serie
di Taylor, sicuramente piu semplici ma di utilita reale non molto elevata.
Lo sviluppo in serie di Fourier, che solo apparentemente sembra applicabi-
le ad una classe molto ristretta di funzioni (quelle periodiche), consente di
rappresentare, appunto attraverso opportune trasformazioni, le soluzioni di
tali equazioni alle derivate parziali, definite su intervalli limitati. La genera-
lizzazione delle serie consente, attraverso il Teorema Integrale di Fourier, di
rappresentare in forma integrale le soluzioni di equazioni alle derivate parziali
definite su domini illimitati.

3.2 Serie di Fourier

E ben noto che una buon numero di funzioni sia rappresentabile, in maniera
pit o meno complicata, in serie di potenze. Comunque questo non ¢ il solo

82
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modo per sviluppare in serie funzioni di variabile reale. Un modo alterna-
tivo e I'espressione di una funzione come somma di seni e coseni. Tali serie
prendono il nome di serie di Fourier. Un punto di forza di tali sviluppi in
serie e che esistono anche se le funzioni presentano punti di discontinuita e
non sono differenziabili in qualche punto del dominio. Inoltre le funzioni tri-
gonometriche sono facilmente differenziabili ed integrabili. Puo meravigliare
il fatto che una qualsiasi funzione possa essere sviluppata, in un determinato
intervallo, come somma di funzioni pari e dispari, tuttavia consideriamo che
se F'(z) puo essere scritta nel seguente modo:

F(z) = 5 [F(x) + F()] = 5[F(2) + F(~2) + F(z) ~ F(~)
Posto
P() = [F(@) + F(—2);  D(x) = 3[F(x) ~ F(~)

risulta F'(x) = P(x) + D(z) con P(z) funzione pari e D(x) funzione dispari.
Per iniziare lo studio delle serie di Fourier introduciamo le ipotesi cui devono
soddisfare le funzioni di variabile reale per poter essere sviluppabili in serie.
Tali condizioni sono dette condizioni di Dirichlet e sono sufficienti per la
convergenza della serie di Fourier:

1. F(x) e definita per ogni x €|c, ¢ + 2[[;
2. F(z) e F'(z) sono generalmente continue per x €lc, ¢ + 2[[;
3. F(z+2l) = F(x), cioe F(x) ¢ periodica di periodo 21.

Allora in ogni punto di continuita di F' si ha

F(z) = % + Z <an cos @ + by, sin @) (3.1)
n=1

mentre in ogni punto di discontinuita si ha

_G0y T T
(F(x—i—O)—i—F(x—O))—2+;<ancos 7 + b, sin ) (3.2)

1
2 I

dove
1 c+21
ag = 7/ F(z)dz, (3.3)
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1 c+21
n = 7 / F(x) cos @dw, n=12... (3.4)
¢ +21
1 C
by, = 7 / F(x)sin @dl‘, n=12... (3.5)

e F(z+0) e F(x —0) indicano rispettivamente i limiti destro e sinistro nella
discontinuita. Infatti il limite di F'(x) da destra si indica spesso con

lim F(x+¢) = F(z+0).

e—0t

Analogamente il limite di F'(z) da sinistra si indica con

lim F(x —¢) = F(z —0).

e—0t

F(340)+F (7—0)
2

La serie (3.1), 0 (3.2), con i coeflicienti definiti da (3.3), (3.4) e (3.5), si chiama
serie di Fourier di F'(z). In molti casi risulta ¢ = 0 oppure ¢ = —[. La serie di
Fourier converge ad F'(x) in ogni punto di continuita della funzione, mentre
nei punti di discontinuita la serie converge al valor medio del salto.

Lemma 3.2.1 Se &k € N* allora

1 !
/ sin lmlr_xdx = / coS ]WTTxd:E = 0.
-1 -1
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Dimostrazione. Per k € N* abbiamo

/’-’fﬂd __ LA kY k)
lSlIl / Xr = . g dr COS I T = - COS / _l—

l ! l
/ cos @dx = L i sin knr_x dr = L sin lm_x =0.0
4 l km J_; dx .

Lemma 3.2.2 Risulta, per m,n € N*:
a)
0 m#n

! mnmx nmT Y ommx . nmx
/ CoS ; cos Td:p = / sin ; sin de =
-l - I m=n#0

b)

L ommx nmTT
sin cos —dz = 0.
1 l l

Dimostrazione. a) Richiamiamo le seguenti formule trigonometriche:

cos(a+ ) = cosacos f — sin asin 3 (3.6)
cos(a — ) = cos accos B + sin arsin . (3.7)
Sommando e sottraendo (3.6) a (3.7) seguono rispettivamente

cosacosf = % [cos(a — f3) + cos(a + )]

sinasinf = % [cos(a — ) — cos(a + )] .

Per m # n la a) puo essere riscritta

I I - I
/ CoS m;rx Cos #dm = % [/ Cos Mdm + / coS Mdm =0
1 1 1
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per il lemma 3.2.1. Analogamente, sempre per m # n:

! ! - l
/ sin m;rx sin @dm = % [/ cos Mdl‘ — / cos Mdm =0.
-1 1 1

Se m = n allora ricordiamo innanzitutto che
_ 2 N 2
cos2a¢ = cos“a —sin“a =2cos“a — 1

cos2a =cos?a —sina=1—2sin’«

quindi

! 1 1
1 2
/ cos m;rx coS #dw = / cos? m;mdx = 5/ [1 + cos mlmc] dr =1
—1 —1 l

e analogamente

l l !

1 2

/ sin mrr sin @d:c = / sin? mmgdm = —/ 1 —sin mrr dx = 1.
1 { l 1 l 2/ l

b) Dalle relazioni

sin(a + ) = sinacos B + cos asin (3.8)

sin(a — ) = sinacos f — cos asin . (3.9)
segue
1
sin acos § = 3 [sin(av — B) + sin(a + )] .
Allora per m # n

! !
1 _
/ “in m;rx cos mlrx dp — ! / {sin (m ln)mc + sin (m —i—ln)mc i
-1 =l

e il risultato € una conseguenza del lemma 3.2.1. Se invece m =n

l l

1 2

/ sin mre cos mmcdx = —/ sin MmrL _ 0.0
1 ) ) 2 ) l
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Teorema 3.2.1 Se la serie

A+Z <ancos# —i—bnsin#)
n=1

converge uniformemente a F(x) nell’intervallo (—1,1) allora, pern =1,2,...

@)
nmwx

1
a, = —/ F(z) cos —dx;
L), l

Dimostrazione. «) Per ipotesi

= nma . nwx
F(z) = A—i—; <an cos —— + by, sin T> . (3.10)

Moltiplicando ambo i membri per cos ™= e integrando tra —[ ed [ si ha:

1
! mnx !
coS l F(z)dx =
1 1

+o0
nmwx nmwx mmx
A+ Z <an cos — + b, sin —)] CoS dz.
n=1
Tenuto conto che, per il lemma 3.2.2,

l l I
(3.11)

1 ! 0 m#n
mnrx nmT . m7wTx . NI
CoS ; cos —dx = sin sin —dx =

-t ! -t l ! I m=n#0

L omrx nmx
sin cos —dxr =0 m,n=12,3,...

PR l
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la relazione (3.11) diventa

! !
/ cos m?xF(x)dx = A/ cos m;xdzﬁ

—1 -l

oo ! l
+ Z an, cos mne cos mdm + b, CoS mre sin mdyc
— 1 l [ [ l

-l

= ay,l m # 0
Quindi
1 /[
am=7/ F(x)cosm;mdx m=1,2,3,...
-l
B) Moltiplicando la relazione (3.11) per sin ™1, integrando tra —[ e [ ed

applicando le relazioni gia viste abbiamo:

! !
/ sin m?xF(x)dx = A/ sin m?xdx—i-

-1 -l

l

00 1
+ Z {an /l sin m;r:p cos #dx + b, /l sin m;m sin @dw}
n=1 - -

= bl m # 0.

Quindi

!
bm:—/ F(x)sinm;mdx m=1,2,3,...
—
v) Integriamo ora la relazione (3.10) tra —[ ed [, e tenendo conto del lemma
3.2.1 otteniamo

1 l
1 a
/ F(z)de =24l = A=— [ F(z)de==.0
1 20 ), 2
Osservazione. I risultati ora ottenuti valgono anche se i limiti di integrazione
sono sostituiti da ¢ e ¢+ 2[. Osserviamo anche esplicitamente che 'ipotesi di
convergenza uniforme e intervenuta nell’integrazione termine a termine della
serie.



CAPITOLO 3. TRASFORMATE DI FOURIER 89

L’ipotesi di periodicita della funzione sembrerebbe essere particolarmente re-
strittiva, in realta non e cosi poiche se una funzione f(z) ¢ definita e continua
(o anche generalmente continua) nell'intervallo [—[, ] allora la funzione puo
essere prolungata periodicamente, riproducendola tale e quale, in tutti gli
intervalli di ampiezza 2[ che si trovano a destra e a sinistra dell’intervallo di
definizione.

3.2.1 Forma complessa della serie di Fourier

In forma complessa la serie di Fourier (3.1) e i suoi coefficienti possono essere
scritti cosi:

dove, ponendo ¢ = —I[

I n2
Cn =5 /_l F(x)e ™" du.
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Infatti
+o0o 0 00
Z CneLnWTx _ Z CneLn”T’c + cheLan
n=—00 n=-—00 n=1
00 00
= Z e T g+ Z e
n=1 n=1
00
=cy+ Z [c_ne T 4 et }
n=1

= nmx . NTT
=co+ ; {(c_n + cn) co8 —— + (¢, — c_p) sin ; } .

Risulta evidentemente ¢y = ag/2, mentre

I iz | g
C_p+Cp =5 4F(x)[e T +e T | da
1/ nmw

:—/ F(x)cosTd:c:an, n=1223,...
1

!
:—/ F(x)sin@dx:bn, n=123,...,.
-1

3.3 Trasformate finite di Fourier

Abbiamo visto che, se F'(x) soddisfa le condizioni di Dirichlet nell’intervallo
| — 1,1], allora in ogni punto di continuita di F(x):

+o0
F(z) = Z et T (3.12)

n=—oo
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dove
1 l nmTxT
Cn = o g F(x)e T dz.

Posto

!
f(n) = 1/ F(x)e T dx (3.13)

allora F'(x) si scrive

400
F(z) :% > fn)e T (3.14)

n=—oo

La (3.13) prende il nome di Trasformata finita di Fourier e spesso viene
indicata con f(n) = F{F'}, mentre F'(z) si chiama Antitrasformata finita di
Fourier.

Se x non ¢ punto di continuita allora nella (3.12) F(z) va sostituito con
(F(z+0)+ F(x—0))/2.

3.3.1 Trasformate finite seno e coseno di Fourier

Riconsideriamo ora lo sviluppo di Fourier di F(z), —I < x < [, nella formu-
lazione (3.1) con i coefficienti dati in «), 8) e ) ovvero

F(z) = % +Z <ancos¢ —i—bnsin@)
n=1

dove

nmnx

1
a, :—/ F(z) cos —dx,

nmx

1/
by, :—/ F(z)sin —dx.
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Supponiamo ora che la funzione F'(z) sia dispari. In questo caso F(x) cos 7%

]
¢ una funzione dispari per ogni n € N mentre F(z)sin “7* ¢ una funzione

pari per ogni n € N. Conseguentemente

a, =0 n=0,1,2...

mentre .
2
b, = —/ F(z)sin I gz, (3.15)
L Jo [
Pertanto -
nmx
F(x) = b, sin —
(x) ; sin —
con b, definiti da (3.15).
Definiamo ora
! nwx
fs(n) = / F(z)sin de, n=12,... (3.16)
0
allora
2
e percio si scrive
2 o
F(z) = 7 ; fs(n)sin # (3.17)

La (3.16) prende il nome di Trasformata finita seno di Fourier di F'(z) per
0 < x < [ e viene spesso indicata con Fy{F'}, mentre la (3.17) si chiama
Antitrasformata finita seno di Fourier di fs(n).

Assumiamo ora che F'(z) sia pari. In questo caso la funzione F'(z)sin “7*
¢ una funzione dispari in | — [,1[ mentre la funzione F'(z)cos™* ¢ pari in
| = 1,1], e pertanto b, = 0 per ogni n. Conseguentemente
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con
e 2 [
ag = —/ F(z)dx = —/ F(z)dx
lJ L Jo
OVVero z
1
Qo _ —/ F(x)dx
L' Jo
¢ !
2
a, = —/ F(z) cos T e,
L Jo l
Posto
I
fe(n) = / F(x) cos @d:p, n=0,1,2,... (3.18)
0
risulta 9
ag = _fc(O)a an = ij(n)

e di conseguenza

F(z) = lfc(O) + 2 Z fe(n) cos e (3.19)

La (3.18) prende il nome di Trasformata finita coseno di Fourier di F(z) per
0 < x <[, e viene indicata con F.{F'}, mentre F'(x) si dice Antitrasformata
finita coseno di Fourier di f.(n) ed ¢ indicata normalmente con F~!{f.(n)}.
Anche in questo caso sembrerebbe che I'ipotesi di funzione pari (o dispari)
sia eccessivamente restrittiva. In realta se una funzione e definita ed & con-
tinua nell'intervallo [0, (], possiamo calcolare la trasformata coseno del suo
prolungamento periodico pari, che si ottiene prima prolungando la funzio-
ne nell’intervallo [—[, 0] in modo simmetrico rispetto all’asse delle ordinate e
poi prolungando per periodicita come gia visto in precedenza. Nel seguente
grafico ne ¢ riportato un esempio.
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~
- /,2l\s a,

Per calcolare invece la trasformata seno si definisce il prolungamento pe-
riodico dispari della funzione, che si ottiene prima prolungando la funzione
nell'intervallo [—/, 0] in modo simmetrico rispetto all’origine del riferimento
cartesiano e poi prolungando per periodicita come gia visto in precedenza.

Nel seguente grafico ne e riportato un esempio.

L
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I
I
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I
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1
1
1
1
]
]
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by
N
~

-~

|
|
1
|
|
|
|
1
|
|
|
|
I
T
|
|
|
I
|
|-
[
1 !
1 I
| I
1 !
U

i
i

Esempio 3.3.1 Sviluppare la funzione F(x) = x, per 0 < z < 2:

a) in serie di Fourier di soli seni;
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b) in serie di Fourier di soli coseni.

a) Per sviluppare F'(z) in serie di soli seni ¢ necessario che F'(z) sia periodica e
dispari. Estendiamo quindi la definizione di F'(z) a quella di funzione dispari
di periodo 4 (e quindi I = 2, vedere figura seguente).

p .
/
1 | ’
s 1 | S
7 ! | ’
’ 1 1 /’
e 1 1 P
Ve 1 | //
s 1 1 .
" —21 21 ’
R4 1 1 e
Vs | | /
% | | e
e 1 | ’
’ 1 1 //
e | 1,
. v
Possiamo ora scrivere per F(z) lo sviluppo
- nwT
F(x) = E by, sin ——
n=1
dove )
2 nwr
by, = = F(zx)sin —dz
2
0
ovvero

2 nwx |2 / 2 nwx
= —— |xcos—| — cos —dx
2 0 0 2

2 ( 2 1. nrx 2) 4 cosnm
= ———|(2cosnm — — [sm—} = —
nmw nmw 2 nmw
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dunque

> 4dcosnmt\ . nrx
F(x) :Z(— e )sm 5

La serie converge ad F(z) in tutti i punti z € R ad eccezione di x = 2 + 4n,
n € N, in cui la serie converge a zero mentre la funzione tende ad assumere
i valori +2.

b) Per sviluppare F'(z) in serie di soli coseni ¢ necessario che F'(z) sia perio-
dica e pari. Estendiamo quindi la sua definizione a quella di funzione pari di
periodo 4 (quindi [ = 2).

N ’
N 7 S ’
\ ’ \ ’
N / 1 1 N /
\ /7 | | \ /7
N ’ N ’
\ ’ | | \ ’
N ’ | | N ’
\ ’ | | \ ’
\ /7 \ /7
(V3 1 1 (V3
—2 2

Allora

> nmnxr
F(x)=ao+ E iy COS ——

n=1

dove
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4
= ——(cosnm — 1)
n’m
In definitiva
F(z) = 1+i 1 (Cosmr—l)cos@
— n’r? 2

8 — 1 (2k + )7z
=1- — :
= ; Qk+12 " 2

Esempio 3.3.2 Sviluppare la funzione F(x) = sinz, 0 < x < m, in serie
coseno di Fourier.

Poiche per ottenere uno sviluppo in serie di soli coseni F(x) deve essere
periodica pari effettuiamo un’estensione pari di F'(x) di periodo 27 (vedere
figura seguente).



98

CAPITOLO 3. TRASFORMATE DI FOURIER
/ \
/ \
/ \
! \
/ \
/ \
! \
ll h
—T T
Risulta allora -
nmT
F = n —_
(x) = ap+ 321 @y COS —

con [ = 7. Quindi

1 [ 1 [7 2
agp = — / F(x)dx:—/ sinx doe = —
T Jo 7 Jo m

nmwx

9

a, :—/F(x)cos—dx
L Jo l

= — / sin x cos nx dx
0

_ - /07r (sin(x + nz) + sin(z — nz)) dx

_1 {1 —cos(n + 1)m N cos(n — 1) — 1}

T n+1 n—1

2
_ (1+cosn7r)’ 0> 9
m(n?—1) -

Se n=1 allora

a; =

i 2 sin2x1"
/ sin x cos xdx = {— i x} = 0.
0 T 2 0

N
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In definitiva

F(z) =—-——— — 3 cosnT

Esempio 3.3.3 Determinare la serie di Fourier per la funzione

2z 0<z<3

0 3 <r<0

di periodo 6.

_ é [/_ZF(x)dx—l—/OgF(x)dx] _ %/ngdx: 5

1 I
a, == F(x)cos —dz = =
3 /., 3 3/,

nm 0
6 [ nm;} 3 6 [ 1
= COS = cosnm — .
(nm)? 3 Jo (am 0"

_2 4 (:052:1ch(308495+cos631:jL
T omw|22—1 42—-1 62—1 7

DO |

2x cos —dx
3

99
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I L[ /°
by, =3 /_BF(x)sinn—?d:c:§{/o 2xsinn—§xdx]

Quindi in definitiva

F(z)= B +Z {(nﬁ)z(cosnw— 1)005? — acosmrsinn—gx

n=1
Esempio 3.3.4 Determinare
a) la trasformata finita seno di Fourier
b) la trasformata finita coseno di Fourier

della funzione F(z) =2x, 0 < x < 4.

a)
nmx

l
0
4
:/ 2 sin L
0 4
: 4
_ oy —cosnrx/4 5 —sinnnx/4
nm /4 n?m2/16 0
32

= —— COoSNnT;
nmw
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b) sen >0
!
FAF} :fc(n):/ F(x)cos@dx
0
4
:/ 21 cos L
0 4
: 4
_ oy sinnmx/4 _5 —cosnmx /4
nm/4 n?m?/16 0
cosnm — 1
=
Sen =

fe(0) = /04 2xdr = 16.

Risoluzione di equazioni alle derivate parziali

Le trasformate seno e coseno di Fourier possono essere applicate anche a
funzioni in due variabili U(z,t). in questo caso la trasformata di U(z,t) ¢ una
funzione che dipende dalla variabile ¢ e dal parametro n, numero naturale,
cosicche scriveremo

uc(n, t) - -Fc (U(l‘, t)) )

oppure
us(n, t) = F (U(ZL’, t)) .

Infatti una delle principali applicazioni delle trasformate di Fourier ¢ la ri-
soluzione di equazioni alle derivate parziali del secondo ordine. Vediamo ora
come determinare le trasformate seno e coseno di Fourier per tali derivate.

Calcoliamo la trasformata finita seno di Fourier di e
z
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Per definizione la trasformata finita seno e

oUu LoUu . nmx
.Fs <%) a—l‘ S1n lell'

1 l
= [U(w,t) sin @} — E/ U(z,t)cos BT
L Jo 1 J [

Dunque

R (a_U) = " F(U(x,1); (3.20)

Invece per la trasformata finita coseno di Fourier di dove U(z,t) ¢ una

oz’
funzione definita per 0 < x <l et > 0, si ha

( ) / —cos@dx

; !
= [U(x,t) cos @} +n_7r/ Ul(x,t)sin Ly
C e, z
ovVvero
ou
Fe (%) = nTﬁfs(U(x, t)) + U(l,t) cosnm — U(0, ). (3.21)

Calcoliamo ora le trasformate della derivata parziale —:

ot
( ) / — sin @d:c
= 4 U(x t) sin nre (3.22)
dt J, ’ [

d
= E}"S(U(x,t)).
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Analogamente

Da questi esempi si puo

F. ou :i}_cUx,t.
(57) = 57wt

ot dt

inoltre ricavare che

F(PUNZF et
(5+) (U (,0)

o2 dt2

3 (aQU ) - W),

Sostituendo ou ad U(z,

ox

o2 dt2

.. ) . 0*U
Determiniamo le trasformate finite seno e coseno della funzione Fro
T

t) in (3.20) si ha

02U nm oU
s (%) = (%)

e, sostituendo 'espressione (3.21), si ottiene infine

012 12

- (82U) _ i

Fs(U(z,t)) + ? [U(0,t) — U(l,t) cosnm].

Per la trasformata coseno si procede in modo analogo

0*U
7 (aT) -

ottenendo

nmw oUu
TFS (8—20) — [U.(0,t) — Uy(l, t) cosnr]

02U n’m
e (%) R

Fo(U(z,t)) — [Ug(0,¢) — Uy(l, t) cosnm] .

103

(3.23)

(3.24)

Nel seguente esercizio applicheremo le trasformate di Fourier ad un’equazione
alle derivate parziali. Osserviamo che la scelta sull’uso della trasformata seno
o coseno dipende esclusivamente dalle condizioni al contorno note. Infatti se
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conosciamo la funzione U(x,t) ai bordi del dominio, cioe per x =0 e z = [,
allora si deve applicare necessariamente la trasformata seno che dipende da
tali valori. Se, al contrario, si conosce il valore della derivata parziale U, (x,t)
per x = 0 e x = [ allora si deve utilizzare la trasformata coseno.

Esempio 3.3.5 Usare le trasformate finite di Fourier per risolvere l’equa-

zione
oU B 0*U

ot a2
con condizioni al contorno U(0,t) = U(4,t) =0 e U(x,0) =2z, per 0 < z <
4et>0.

Prendendo la trasformata finita seno di ambo i membri dell’equazione asse-
gnata (con [ = 4), abbiamo

oUu 0*U
7 (%) =7 (5)

Posto u(n,t) = Fs(U(x,t)) e tenendo conto della relazione (3.22)

ou d
Fs (E) = Eu(n, t).

Applicando ora (3.23)

82U n27T2 nm
7. (W) = I EU ) + T (U(0,0) - U, £) cos .

In definitiva si deve risolvere ’equazione differenziale del primo ordine

du B n2m? (n,1)
ar -~ 16 V"
ottenendo »
u(n,t) =u(n,0)e ™™ t/16
dove 39
—32cosnm
0) = F,(22) = ——.
u(n,0) = Fi(2r) =~
Quindi

—32cosnm 2 o
u(n,t) = ————e " t/16,
nmw
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In definitiva

2 =\ —32cosnT “n2x2t/16 . NVTX
U(.T,t) —Z;Te SIHT

16 —

B —COSMT\ _,2:9416 . NAT

= — —Je sin ——.
T n 4

n=1

Esempio 3.3.6 Usare le trasformate finite di Fourier per risolvere il proble-
ma ai valori al contorno
ou 0*U
ot Ox2
con U(x,t) soggetta alle sequenti condizioni iniziali U(0,t) = U(6,t) = 0, per
t>0e
1 0<z<3
U(z,0) =
0 3 <x<6.

Dobbiamo utilizzare la trasformata finita seno di Fourier con [ = 6, quindi
applicandola all’equazione alle derivate parziali otteniamo

ou 0*U
Fsl=)=F|=—].
ot Ox?
Poniamo u(n,t) = Fs(U(x,t)) e otteniamo la seguente equazione differenziale
ordinaria omogenea a coefficienti costanti

2

d 2
U_ nﬂu(n,t)

dt 36

che ammette come soluzione generale
2.2
u(n,t) = Ce "™ /36
con C' costante da calcolare. Poiche

u(n, 0) = Fo(U(z,0)) = F,(U(x,0)) = C
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dobbiamo calcolare la trasformata seno della condizione iniziale

6
Fs(U(x,0)) = /U(x,(])sin?dx
0

3
nwx
:/ smid:c
0
[ nm:r [1 mr]
= —|—cos—| =—|1—cos—
nmw 6 lo nm 2

La soluzione dell’equazione differenziale ¢ quindi

u(n,t) = —

|: nﬂ-] e 272t/36
nm

1 — cos—
2

mentre la soluzione del problema iniziale cercata e

=6 T 2 nmwx
— 1= _] —n?m2t/36 il
E [ CoS 5 e sin 5

nm
n=1

OOlH

Esempio 3.3.7 Usare le trasformate finite di Fourier per risolvere il proble-
ma ai valori al contorno

PU_ o
o2 7 Ox?
con condizioni iniziali: U(0,t) = U(2,t) =0, pert >0 e
1
Ui(x,0) =0, U(z,0) = %x(Q —x)
con 0 <x <2.

Applichiamo la trasformata finita seno all’equazione assegnata (con [ = 2),

ottenedo 0207 9207
f(ﬁ) =97 (%)

Posto u(n,t) = Fs(U(z,t)) si deve risolvere 'equazione differenziale del

secondo ordine
d*u In2 72
g = g v
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il cui polinomio caratteristico e

On27?

4

A+ =0

che ammette due radici complesse coniugate A = £:3n7/2, cosicche la solu-

zione generale e

3nmt 3nmt

u(n,t) = Asin + B cos

con A e B costanti da determinarsi. Poiche
1
u(n,0) = Fs(U(z,0)) = Fs (2—095(2 — x))

quindi
1
u(n,0) = B = F, (%x(Q — x)) :

Inoltre

W (n,0) = SF(U(2,0) = F(Ur,0)) = 0

quindi calcolando la derivata prima dell’integrale generale risulta
3 Inmt 3 . 3nmt

u'(n,t) = A=nm cos — B—sin
2 2

e, poiche u'(n,0) = 0 deve essere A = 0. Calcoliamo quindi la trasformata
seno della condizione iniziale U(x,0):

2
1
Fs(U(x,0)) :/0 Q—Ox(Q—x)sinzﬂdx

1 (* . nmx 1 ([, . nmx

= — rsin —dx — — x°sin —dx.
10 J, 2 20 J, 2

Calcoliamo separatamente i due integrali:

2 . nmx 2 nmwx 2 2 2 nmwT
rsin —dr = |——cos——| + — cos —dx
0 2 0 0 2

nmw 2 nmw
4 4 . nwxl? 4
= ——COSNT + —— |sin——| = ———cosnm.
nmw n2mw 2 lo nmw
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Il secondo integrale e:

2, nmx 262 nmx]® 4 [? nrx
z’sin —dx = |———cos——| + — T cos —dx
0 2 nmw 2 |, nm)y 2

8 8 . nmxl? 8 2 nrx
= ———Ccosnm + X sin sin ——
0

nmw n2m? 2 o n2rp?
= —i cosnm + 10 [cos mrx] i
nmw n3m3 2 Jo
16
=3 [cosnm — 1] — — cosm.
La costante cercata vale pertanto
B = —% cosnm — ﬁ[cosmr — 1]+ %
= W[l — cosnm).
In definitiva la trasformata di Fourier u(n,t) e
4 3nmt

u(n,t) =

W[l — cosnr| cos

mentre la soluzione cercata ¢

3nnt . nw2
Sin 7 .

= 4
Uz, t) = Z P33 [1 — cosnm] cos
n=1

Esempio 3.3.8 Usare le trasformate finite di Fourier per risolvere il proble-

ma ai valori al contorno
0*U 0*U

o2~ o2
dove la funzione U(x,t) é soggetta alle condizioni iniziali U(0,t) = U(1,t) =
0, pert>0ce
ou

U(z,0) =0, E(:c,O) =3z

con 0 <z <1.
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Applichiamo la trasformata finita seno all’equazione assegnata (con [ = 1),

ottenedo 2U 2U
7 (aT> =0 (a—)

Poniamo u(n,t) = Fs(U(x,t)) e otteniamo che il primo membro ¢ uguale a

02U d?

mentre il secondo diventa

2
Fs (8 U) = —n’ru(n, t)

92

cosicche si deve risolvere ora la seguente equazione differenziale ordinaria
omogenea a coefficienti costanti

2
% = n’12u(n,t). (3.25)

Il polinomio caratteristico dell’equazione (3.25) &
N —n?r? =0

che ammette due radici reali distinte A = £nm, cosicche essa ammette come
soluzione generale una combinazione lineare di esponenziali:

u(n,t) = Ae"™ + Be "

con A e B costanti da determinarsi utilizzando le altre condizioni iniziali
note. Infatti

U(,00=0 = un,0)=F;U(x,0)) =Fs0)=0

quindi
u(n,0)=A+B=0 = A=-B

e la soluzione puo essere scritta come

u(n,t) = Ae"™ — Ae "™,
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Inoltre, poiche

ou , ou
E(z,()) =3r = u'(n,0)=F (E(x,())) = Fs(3x).

Calcoliamo quindi la trasformata seno della funzione 3z:

1 1
Fs(Bz) = / 3z sin(nrz)dr = 3/ xsin(nrx)dx
0 0

3 3 [
= [~z cos(nm)], + E/o cos(nmx)dx

= cos(nm) + 5 [sin(n7z)],
3 3
- _ = = (=1 n-i—l'
o cos(nm) mr( )
Quindi
u'(n,t) = Anme™™ + Anme "™
e 0
u'(n,0) =24Anr = A= w(n,0)
2nm
cosicche 3
A= —1)"+
2n27r2( )

In definitiva la trasformata di Fourier u(n,t) e

3

u(n,t) = 2n272

(_1)n+1 (emrt + e—nﬂ't)

mentre la soluzione cercata e

G 3 n nm —nm :
Uz, t) =2 Z 522 (—1)" "™ 4 e "] sin(nmx) =
n=1

= (_1)n+1 nmt —nmt] o3
=3 Z 53 [e"™ 4+ e "™ sin(nmz).
n=1
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Esempio 3.3.9 Usare le trasformate finite di Fourier per risolvere il prob-
lema ai valori al contorno

ou  o*U

ot Ox?
con U(z,t) soggetta alle sequenti condizioni iniziali: U,(0,t) = U,(6,t) = 0,
pert >0 eU(x,0)=2x, per 0 <z <6.

Dobbiamo utilizzare la trasformata finita coseno di Fourier con [ = 6, quindi
applicandola all’equazione alle derivate parziali otteniamo

oUu 0*U
7 (o) =7 (5)

Poniamo u(n,t) = F.(U(z,t)) e otteniamo la seguente equazione differenziale
ordinaria omogenea a coefficienti costanti

d 22 )
S =50 u(n,t) + Uy (6,1) cos(nm) — U,(0,t) = _ngg

dat 36

u(n,t)
che ammette come soluzione generale
u(n,t) = Cle~n*mt/36
con C' costanti da calcolare. Poiche
u(n,0) = Fe(U(z,0)) = Fo(U(x,0)) = C

dobbiamo calcolare la trasformata coseno della condizione iniziale

6 6
.FC(U(l',O)) - / 21 cos @dl‘ = 2/ T COS de
0 6 0 6

12  nmx16 12 /6 . nTr
= — [x sin —} - — sin —dx
nmw 6 Jlo nm/y 6

2 6 2
! [cos %] = —7—[cos(n7r) —1]

n2m2 0 nmw

mentre se n = 0 la trasformata coseno di Fourier vale

6
/ 2xdx = 36.
0
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La soluzione dell’equazione differenziale ¢ quindi

72

55 lcos(nm) — 1)em*m"t/36
n?m

u(n,t) =
mentre la soluzione del problema iniziale cercata ¢

I 72
Uz,t) =6+ 3 ; W[cos(mr) — {]e 36 gog T

Esempio 3.3.10 Usare le trasformate finite di Fourier per risolvere il pro-
blema ai valori al contorno

ou 0*U

Earr
con condizioni iniziali: U(0,t) = U(4,t) =0, pert >0 e

U(z,0) = sin(27z) + sin(4nx)
con 0 < x <4,

Applichiamo la trasformata finita seno all’equazione assegnata (con [ = 4),

ottenedo o o
— ) =2 — .
E(at) FS(W)

Posto u(n,t) = Fs(U(z,t)) si deve risolvere 'equazione differenziale del

primo ordine

du n2m?

dat 8

che ammette come integrale generale

u(n,t) = Ae~m' /8

u(n,t)

dove la costante A indica la trasformata seno di Fourier della condizione
iniziale

u(n,0) = Fs(U(z,0)).
Calcoliamo quindi la trasformata di Fourier di U(x,0) :

nmwx

Fs(U(x,0)) :/0 (sin(27rx)+sin(47rx))sianx

4 4
= / sin(27x) sin n%;xdx + / sin(4mz)) sin nfjxd:p.
0 0
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Consideriamo separatamente i due integrali:

4 nwT [t nwT 2 n=8
/ sin(27z) sin Tdm =3 / sin(27z) sin Td:c =
0 —4 0 n#8,

in cui la prima uguaglianza deriva dal fatto che la funzione integranda ¢ pari,
mentre la seconda segue applicando il lemma 3.2.2.

4 nmwx [t nwT 2 n=16
/ sin(47x) sin Td:c =3 / sin(47z) sin Td:c =
0 —4 0 n #16.

La costante cercata vale pertanto

2 n=8,16
A=
0 n +8,16.

In definitiva la trasformata di Fourier u(n,t) e

2e 87"t n=38
u(n,t) = 2327t n =16
0 n #8,16.

La soluzione cercata si riduce ad una somma di due soli addendi (quasi tutti
i coefficienti della serie di Fourier sono nulli):

1 2 2
Ulz,t) = ) <26_87r bsin(27x) + 2e 327 sin(47rx))

= e 8t gin(27z) + e 327 sin (47 x).



