Perché una trasformazione funzionale?

¢ Problema: risoluzione di equazioni differenziali
ordinarie lineari a coefficienti costanti

an y an— 1 y dm am— 1 "
RICHIAMI ALLA T e T LR
TRASFORMATA DI LAPLACE con condizioni iniziali assegnate
n—1
DEFINIZIONI E PROPRIETA FONDAMENTALI y (07) N dj‘ . u
dtle=0- den=1|, _ -
e segnale d’ingresso u(t) noto.
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Perché una trasformazione funzionale? (2) Definizione

« Risoluzione: attraverso una trasformazione funzionale

trasformazione

Problema | ————————

Problema

immagine

11
~

trasformazione .
. Soluzione
Soluzione | — —————— ) )
inversa immagine
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Data una funzione f () continua a tratti e limitata, si definisce

FGs) = L@ = [ f@e

d
M s =o4jw eC

Se I’integrale esiste finito, F(s) si dice trasformata di Laplace
di f(t) ed & una funzione della variabile complessa s.
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Definizione (2)

» Ascissa di convergenza:

- Foo —st
a=inf{R{s},seC: /0* F@)e ¥ dt =K < oo

» Semipiano di convergenza:

R{s} >«
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Proprieta della trasformata

e Linearita:

Ller f1(8) + o f2(1)] = c1 L[fr(D)]+c2L [f2(2)]

« Trasformata dell’integrale:

aw = [ jmar

LIGW] = TLUW], i R{sk>a
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Proprieta della trasformata (2)
* Trasformata della derivata:
d _
£|S5®] = sLU®I-107), 5105} > a

n—1
ﬁ[f(n)(t)} — SnF(s)— Z Sn—k—lf(k)(o_)

Un primo esempio d’utilizzo

Spost. del carrello

Costante /

elast.ica B @ )

&/\/\/ m
Q)

T 1J ‘ @

my + ky = u

O~

k=0 — P
m (sy(07) 4+ §(07)) 1
Y(s) = 5 > U(s)
ms< + k ms<+ k
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Un primo esempio d’utilizzo (2) Proprieta della trasformata (3)
. . . . « Moltiplicazione per t"
Analizziamo I’espressione della soluzione nel dominio
della trasformata di Laplace: n —
L") = (=1) @F(S)
m (sy(07) +5(07) 1
Y(s) = ( s bk > HH 2 1k U(s) « Cambiamento di scala
Dipende 1 S
i Dip f(at) = “F|—-},a€ R, a>0
Dipende dalle condizioni dall’ingresso: a a
iniziali: soluzione libera soluzione forzata
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Proprieta della trasformata (4)

* Prodotto di convoluzione

hH) = 5@« o) = [ $) gl - dr

LIf#®)*xg(0)] = F(s)G(s), a = max{ay, ag}
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Proprieta della trasformata (5)

¢ Traslazione in frequenza

c[ektf(t)] = F(s—k),VkeC

« Traslazione nel tempo
LI (t=to) - 1(t—to)] = e *'OF (s)
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Trasformate notevoli

» Segnale a gradino unitario g[l(t)] =

* Impulso unitario

—

L[] =

Trasformate notevoli (2)

o [
« Segnale polinomiale L[t 1()] T
sl

¢ Segnale sinusoidale

« Impulso generalizzato £ s _ w
sin{(wt)-1(t)] = ——=
« Segnale esponenziale ¢ Segnale cosinusoidale
L[] = — £lcos (wi) - 1(2)] :
-_— w . _
s—k §2 + w2
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Trasformate notevoli (3) . .
Esempio (continua...)
» Segnali compositi
ekt 1en] — ol Yoy (sy(07) +5(07)) L i)
[ e - ()] = (s—k‘)n_l_l ms2+k ms2+k
con condizioni iniziali y(0~) = 1; g(07) =0
. w .
L {ekt sin(wt) - 1(t)] = 5 econforzaapplicatadatada  w(t) = A sin(wt)
(s — k)* 4+ w?
ms w
Y(s) = +A
si ottiene ms2+k (m 2 4+ k) <s2 + wz)
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Definizione di antitrasformata Modalita di calcolo dell’antitrasformata
e Se |[F(s) = L[f(t)] allora f(t) si dice
antitrasformata di Laplace di F(s) e si scrive R . . -
Consideriamo una classe particolare di funzioni
() = L7HF(s)] F(s), le funzioni razionali fratte
N(s)
1 5‘+j00 " F(S) = D )
10 = 5= [ T F(s)etds (s)
2w g Jo—joo
con ON(s) =m, 8D(s) = n,
dove & >«
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Modalita di calcolo dell’antitrasformata (2)

N(s)

F(s) = D)

(s —21)™M (s —20)M2... (s — zp)"

(s —p1)"t (s —p2)™2...(s — pg)™

my1+m2+...+mr =m,
np+no+...+ng=n
z1,...,2r €C zeri
P1,---,pr €C poli

Dott. Gianfranco Fenu Controllo dei Processi A.A. 20042005 (polo di PN) 19

Modalita di calcolo dell’antitrasformata (3)

Scomposizione in fratti semplici

F(s) = C11 Cing
(s —p1) (s —p1)™
Ca1 Cony
(s —p2) (s —po)n2
Cq 1 Cq nq
(s —pqg) (8 —pg)™
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Modalita di calcolo dell’antitrasformata (4)

CUES =Y Y L N

i=1j5=1 (S_p)j

C.:: oy )
L_l[ (¥ } = ZJ. t(]—l) pitq (¢
(s—p)| G- L)

F(S)] = Z Z( —Z)It(] 1)epz 1(¢)

i=1j=1
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Formula per il calcolo dei residui

d(”z_ )

1
Czj - ( —j)l Sl_)pz {ds(n —3)

F(s) (s — pz‘)ni}

Per poli tutti distinti (formula di Heaviside)

_ N(p:) N ,
Ty )= jl;_li (==
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Esempio di antitrasformata

F(s) 55+ 3
s =
(s+1)(s+2)(s+3)
C C C
— 1 + 2 + 3
s+ 1 s+ 2 s+ 3

Esempio di antitrasformata (2)

55+ 3

Ci = Im ———— = -1
1 1 G+ 2)(s +3)
bs+ 3
Cr = Ilm —— "=
2 e G+ DG +3)
Oy = bs+ 3 6

Jim 3(s+ (s +2)
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Esempio di antitrasformata (3)

-1 7 —6
s—|—1+s—|—2+5+3

11

Ft) = (—et4+7e2—6e73) 1(t)

F(s) =
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Teorema del valore iniziale

Data una funzione f(t) non impulsiva in t=0, si ha

F0F) = Jim s F(s)
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Teorema del valore finale

Data una funzione f(t) con trasformata F(s) che non
possieda poli a parte reale positiva, tranne al piu un polo
semplice nell’origine s=0

S 5 =t (o)
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Applicazioni dei teoremi

55+ 3
(s+1(s+2)(s+3)

il valore iniziale dell’antitrasformata f(t) lo si ottiene da

» Datal
ata la F(s) =

) — g bs+ 3 _
HO%) = I D+ 26+ 3)
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0

Applicazioni dei teoremi (2)

Sfruttando ora il valore iniziale & possibile determinare
anche la derivata f(¢) nell’istante iniziale

F(0F) = Jim s(s F(s) — (0)) =5

Asintoticamente il segnale f(t) tende al valore

tlrgof(t) = Sll_r%sF(s) =0
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Applicazioni dei teoremi (3)

In questo caso non si puo utilizzare il teorema del valore
finale, perché la F(s) non soddisfa I’ipotesi del teorema
(possiede poli immaginari):

5s+ 3
(s2+ 1) (s+2)(s+3)

F(s) =
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Studio qualitativo di una trasformata F(s)

» Assegnata una trasformata F(s), che cosa si puo affermare,
in maniera qualitativa, dell’andamento del segnale f(t)
(antitrasformata di F(s))? In quali condizioni f(t) sara un
segnale costante, oppure divergente, oppure tendera a 0?

e L’evoluzione temporale del segnale f(t) pud essere
ricavata, in modo qualitativo, analizzando i poli della
corrispondente trasformata F(s).
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Studio qualitativo: poli reali

¢ Lo sviluppo in fratti semplici porta a:

C11 1
F(s) = . vt
(s —p1) (s —pp)m
Caq Cop, n
(s —p2) (s —p2)n2
Cq 1 C‘I Mg
(s —pg) (8 — pg)hu
con p; € R Vi
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Studio qualitativo: poli reali (2)

< -
<0 B=0 B0
‘
1
3
n=1gs [ N
1|
] ok ]
0 10 [ s 10 3 10
1 : 4
! 3
n=2 g5 ' 2
| 1
ol o ]
0 s 10 [ ] ] [ 10
s
15 3
n=3 1 2
0 os 1
) b,
" 5 o "o 5 w "o 5 0
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Studio qualitativo: poli reali (3)

* Polo reale negativo: il corrispondente segnale f(t)
converge sempre a 0, indipendentemente dalla molteplicita
del polo.

e Polo in s = 0: nel caso di polo semplice il segnale &
costante, altrimenti diverge.

« Polo reale positivo: il segnale f(t) & sempre divergente.
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Studio qualitativo: poli complessi coniugati

« Nello sviluppo in fratti semplici compaiono termini dati da
C n c*
(s—p)"  (s—p)"
dove p, p* sono i due poli complessi coniugati.

Si puo dimostrare che anche (, C* sono complessi
coniugati.
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Poli complessi coniugati (2)

« Antitrasformando I’espressione precedente si ottiene

C C*
Gop" TG
1
(n— 1)!

1
" Le?t L [C (cos(wt) 4 7 sin(wt)) +

C* (cos(wt) — 7 sin(wt))] [N ——
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Poli complessi coniugati (3)

rielaborando I’espressione si ottiene
C C*
(s=—p)"  (s—p%)

(712161)!#‘_1 e’ . cos (wt + )

—S(O)
con ¢ = arctan | ——=
R(C)
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Studio qualitativo: poli compl. coniugati (4)

#pl<0 R(p) =0 Hip) >0
- - 1000 -
af
05 1 os 500
n=1 [ 0 L -
a5 05 1 500
1 o 1000
0 ] 0 [ 10 [] ]
0s, w0 10
5 e 5
=2 Bpt of—s _' [}
5 vy 5
038 10 : =l 0
] o [ 3 10 [ ] ]
1 100 %
0% 50 20
n=3 o 0 L]
08 50 -
: L
A 5 o 0 [] 5 o
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Studio qualitativo: poli compl. coniugati (5)

Polo a parte reale negativa: il corrispondente segnale f(t)
converge sempre a 0, indipendentemente dalla molteplicita del
polo.

Polo a parte reale nulla: nel caso di polo semplice il segnale
e limitato, altrimenti diverge.

Polo a parte reale positiva: il segnale f(t) & sempre
divergente.
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TESTI DI RIFERIMENTO

« Gli argomenti trattati si possono approfondire consultando
un qualunque testo di Metodi matematici
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TRASFORMATE DI LAPLACE

FINE
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