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Fig. 17.9. Circuito RL serie nel dominio del tempo e nel dominio di Laplace.

17.8 Applicazione a circuiti elettrici del primo
ordine

Vengono ora presentati alcuni esempi di circuiti del primo ordine, ossia
aventi un solo elemento capace di accumulo, un induttore o un conden-
satore, alimentati da sorgenti a gradino, da un impulso rettangolare o da
una sorgente sinusoidale.

17.8.1 1l circuito RL serie

Si consideri il semplice circuito RL serie, alimentato da una sorgente di
tensione a gradino (Fig. 17.9).

Il circuito equivalente nel dominio di Laplace & pure riportato in Fig. 17.9,
nel quale & stato convenientemente considerato il modello tipo serie del-
I'induttore. L'equilibrio delle tensioni nella maglia si esprime nel seguente
modo:

Vs(s) + Lig(07) = (R+ sL)I(s) (17.94)
da cui si ricava la corrente:
_ Vs(s) + Lig,(07) -
iy e R+sL
Vs(s) i Lig,(07)
R+sL R+sL

(17.95)

E’ evidente che la corrente ¢ dovuta a due cause: la sorgente di tensione
Vs(s) e lo stato iniziale, equivalente ad una sorgente di tensione impulsiva
di area paria L i1,(07).

Si possono valutare separatamente i due contributi della corrente.

Se si assume una sorgente di tensione a gradino:

vs(t) = Voull)
> vs(3)=% (17.96)
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si ha:

X Lig(07)
R+sL R+sL
= 1(s)lys + 1(3)l;, 0r) (17.97)

Si scompone il primo contributo in frazioni parziali:

I(s)

Io)lve, = === (17.98)

I
o~

= £4

e, antitrasformando, si ottiene il primo contributo della corrente:

O, = £l = [f-get]|ua=  aroo)
- [}—;(1 - e‘ﬁ‘)] u(t) (17.100)
Si scompone in frazioni parziali il contributo dovuto allo stato iniziale:
Li (07)
I(S)L-L(o_) = m = (17-101)
_ a(07)
% +s

e antitrasformando si ha:

i@, . =c (I(s)|‘,m_)) = [i,,(o-)e-ft] u(t) (17.102)

i (0~

Sommando i due precedenti contributi si ottiene la corrente totale del
circuito:

i(t) = [%(1 —e 1t + i,,(o-)e-ﬁ‘] u(t) (17.103)
La verifica del valore iniziale:
i(0*) = lim sI(s) = (17.104)
¥ +Lig(07) _

— N = SR e, YU A
... L s o

R V +sLig(07) _
- sllgolo R+sL
= 1,(07)
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fornisce il valore corretto.
La verifica del valore finale:

i(c0) = limsI(s) = (17.105)
. Y 4 Lig(07)
e
_ mV+3LiL(0—) _
s—0 R+ sL
Vv
"~ R

fornisce il valore corretto.
Con i seguenti dati numerici:

V=2%R=1L= %;iL(O') =1

si ha:
V 2
@y, s(R+sL)  s(1+8%)
4 2 2

s(s+2) s s+2
da cui si ottiene il contributo della sorgente di tensione indipendente:
i(t)ly, = (2—2e7%) u(t)

Il contributo dello stato iniziale risulta:

i, (0™
I(s)li0-) = %(-i-s) =
_ 1
T 2+4s
da cui si ottiene:
i(t)] = e~ %u(t)
i (07)

Sommando i due contributi si ottiene la corrente totale del circuito:

i(t) = (2—2e"2+e X)u(t) =
= (2-e%)u(t)

il cui andamento & mostrato in Fig. 17.10
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Fig. 17.10. Corrente nel transitorio RL con sorgente di tensione a gradino.

Se la tensione della sorgente & un impulso rettangolare della durata di T
secondi (Fig. 17.11) con inizio per t =0 e fine per t =T

vs(t) = V(u(t)—u(t-T)) =
V (Heaviside(t) — Heaviside(t — T))  (17.106)

la trasformata di Laplace della sorgente ¢ somma di due contributi:

Vi(s) =V (1 = e_n) (17.107)

s s
e altrettanto sara la corrente nel circuito RL:

V(-
I(S)llfa = (R+8L ) =
vy V()
R+ sL R+ sL
= Ii(s)+ I2(s) (17.108)

Si hanno quindi due contributi di corrente identici ma traslati e di segno
opposto; il primo I;(s) @ identico a quello gid visto nel caso di semplice
sorgente a gradino. La corrispondente funzione nel tempo risulta:

i (t) = % (1- e-‘E') Heaviside(t) (17.109)
Il secondo contributo:

(17.110)
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Fig. 17.11. Sorgente di tensione ad andamento rettangolare con salita nell’origine
e discesa per T=1.

ammette la stessa antitrasformata del primo contributo ma traslata in
ritardo del tempo T" e cambiato di segno:

ia(t) = -% (1 - e-f“—”) Heaviside (t — T) (17.111)

La corrente risultante dalla sovrapposizione dei due transitori &:

i(t) = u(t)+iat) =

B e o b W K B e
= 5 (l e L )Hea.wsxde(t) 7 (l e L )Heavxsnde t-7)
(17.112)
ed & mostrata nella Fig. 17.12 assumendo
V=%R=1L= %;T=1

E’ evidente che con questo metodo si pud ottenere la risposta di un
circuito ad un treno di impulsi di durata finita sulla base della risposta al
gradino unitario.

Se la sorgente applicata al circuito RL & sinusoidale,

v5(t) = V coswt

la trasformata vale:

s
=V—-— 7
Vs(s) V32 5 (17.113)
e la corrente trasformata risulta:
VG!-:’W!
I(s)ly, = R (17.114)
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Fig. 17.12. Risposta di RL all'impulso rettangolare. La tensione della sorgente
a gradino rettangolare applicata & a tratto grosso mentre la corrente ¢ a tratto
sottile.

Ponendo: .
V=hR=LL=gw=$
si ha:
I(s) = 23 _ 2s _
(s2+w?)(R+sL) (s2+16)(s+2)
_ 1 583 _
T 5(s+2)  s24+16
_ B 1 + s+ 8 _
s+2  s2416

P o N

_ 1 + s+ 8 _
s+2 (s+j4)(s—3j4))

1 $—i  g+i
= - 17.115
( s—l—2+s—4i+s+4i (17 )

= = =

on

Da cui si ottiene I’andamento nel tempo della corrente nel circuito RL
alimentato da una sorgente cosinusoidale di ampiezza massima unitaria:

_ 1 1 1.
?‘(t)l‘i’a = -—ge“2‘+2ﬁ C054f;+25 sindt =
1.2 Z
= —%e‘m—l—lg +j5 cos (4t—arctan§) =
. _
= ge‘g‘ + g cos (4t — arctan2) =

= —0.2¢7%" 4 0.4472 cos (4t — arctan 2)
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Fig. 17.13. Transitorio del circuito RL serie alimentato da sorgente sinusoidale:
corrente (a tratto grosso) e tensione della sorgente (a tratto sottile).

rappresentata in Fig. 17.13

Dopo un transitorio smorzato con costante di tempo 7 = % =05s
si perviene alla soluzione di regime con corrente sinusoidale di ampiez-
za massima pari a -% = (0.4472 A e sfasata in ritardo rispetto alla ten-

. L
sione della sorgente dell’angolo ¢ = (arctan #£) 180 — (arcta.n il*) 180

T
(arctan 2) LEQ = 63.44 gradi.

17.8.2 1l circuito GC parallelo

Si consideri un circuito GC parallelo alimentato da una sorgente di cor-
rente i4(t) ed il corrispondente circuito nel dominio di Laplace (Fig. 17.14),
costituito dal parallelo della sorgente di corrente indipendente Is(s), del-
la sorgente di corrente costante Cvc(07), associata allo stato iniziale del
condensatore, e dall’ammettenza Y (s) = G + sC.

L’equazione di equilibrio delle correnti nel nodo comune ai tre elementi
circuitali impone:

Is(s) + Cvc(07) = (G + sC) Vis(s) (17.116)
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Fig. 17.14. Circuito GC parallelo alimentato da una sorgente di corrente, nel
dominio di Laplace.

da cui si ottiene la tensione sul condensatore:

I + Cve (0™

Vo) = B0+ Crol0)
Is(s) + Cue(07) _
G+ sC G+ sC

= Ve(s)l, + Vels)lyeo-)

che si pud esprimere come somma di due contributi, uno dovuto alla sor-
gente indipendente ed uno dovuto allo stato iniziale. Tali contributi possono
essere valutati separatamente.

Si noti anche la perfetta dualitd di questo esempio rispetto al quello del
circuito RL serie; la soluzione & altrettanto duale.

Se si assume una sorgente di corrente a gradino:

is(t) = Tu(t) (17.117)
= IS(S)=§ (17.118)
si ha:
I -
5 Cvc(ﬂ )
= - = 17.119
Vols) = Gisc P G+sC (17.119)
= Vo)l + Ve(S)lue o) (17.120)
Si scompone il primo contributo in frazioni parziali:
I
VC(S)IIS = m = (17.121]
I
_ C
(G +9)
_ A, A
B § % + 8
1 _ 1L
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e, antitrasformando, si ottiene il primo contributo della corrente:

@, = L (Vo)) =5-g 8= (7122

éu — e~ 8tyu(t) (17.123)

Il contributo dovuto allo stato iniziale risulta:

Cuc (0~

vc(07)
% + 8

e, antitrasformando, si ha:
90Oy = L7 (Vo(@luoor)) =v00)eEult)  (17.125)

Sommando i due precedenti contributi si ottiene la tensione totale del
circuito:

ve(t) = [-é(l e84 4 vc(O‘)e‘s‘] u(t) (17.126)
Con i seguenti valori numerici:

I=2G=1,C=guc(07) =1

si ha:
I 2
bl = SGvs0) ~sq+3) -
4 2__2

s(s+2) s s+2
da cui si ottiene il contributo della sorgente di corrente indipendente:
ve(t)l, = (2—2e7%) u(t)
Il contributo dello stato iniziale risulta:

Cuc (0™
Ve@looor) = % - (17.127)
1
2+s

da cui si ottiene:
U680y = € 2u(t)
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Fig. 17.15. Tensione sul condensatore durante il transitorio GC con gradino di
corrente.

Sommando i due contributi si ottiene la tensione totale del circuito:

ve(t) = (2-27%+e2)u(t)=
= (2—e")u(t)

il cui andamento ¢ mostrato in Fig. 17.15.

Se la corrente della sorgente & un impulso rettangolare di ampiezza I = 2,
della durata di T" secondi (Fig. 17.16) con inizio pert =0 e fine per t = T"

is(t) = I (Heaviside(t) — Heaviside(t — T')),

la trasformata di Laplace della sorgente & somma di due contributi:

1 e-—Ta
I(s)=1I (-; o ) (17.128)
e altrettanto sara la tensione sul circuito GC:
r(1-=8)
- = 12
V(s)lys G130 (17.129)

) I
G+ sC G+ sC
= Vi(s) + Va(s) (17.130)

Si hanno quindi due contributi di tensione identici ma traslati e di segno
opposto; il primo Vj(s) & identico a quello gia visto nel caso di semplice
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Fig. 17.16. Risposta del circuito GC parallelo ad un impulso rettangolare di cor-
rente. E’ rappresentata la tensione (a tratto sottile) e la sorgente di corrente a
gradino rettangolare (a tratto grosso).

sorgente a gradino. La corrispondente funzione nel tempo risulta:

_ i _ —%t . e
v1(t) = G (l e )Heawsxde(t) (17.131)
Il secondo contributo:
Ie~T®

ammette la stessa antitrasformata del primo contributo ma traslata in
ritardo del tempo T" e cambiato di segno:

=L _.8cn iside (¢ —
vo(t) = G (1 e )Heav151de (t-T)
La tensione risultante dalla sovrapposizione dei due transitori é:
v(t) = wv(t)+ve(t) =
_ i _ _gg 2% _ _I_ N —'g(t-T) - _
= G (1 e )Heav151de(t) G (1 e )Heawsnde t-T)

ed & mostrata nella Fig. 17.16 avendo posto: I =2;G =1;C = ;T =1.
Se la sorgente di corrente applicata al circuito GC parallelo e sinusoidale,

is(t) = I coswt (17.133)
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la sua trasformata vale: "

=i (17.134)

Si pud, mediante la dualitd con il circuito RL serie (17.114), dedurre la
tensione ai capi del circuito:

Is(s) =1

I?s—-}'
V(s);e = ﬁ (17.135)

Ponendo:

si ha:

(2+w?)(G+Cs) (s2+16)(s+2)
B 1 " 8+s
5(2+s)  5(16+s2)
1 i6—J5 , 10+73
52+8)  s—4i @ s+4i

(17.136)

(17.137)

Da cui si ottiene 'andamento nel tempo della tensione nel circuito GC
alimentato da una sorgente di corrente cosinusoidale di ampiezza massima
unitaria:

| 1 2 .
v(t);, = —ze 2y 5 cos 4t + 5 sin4t =

5e + |5 +2 5
—%e"z‘ + ? cos (4t — arctan2) =
= —0.2¢e7% 4 0.4472cos (4t — arctan 2)

cos (4t — arctan 2)

rappresentata in Fig. 17.17 e duale della Fig. 17.13 del transitorio RL
serie alimentato da sorgente di tensione sinusoidale di ampiezza unitaria.
Nei due casi, tensione e corrente si scambiano.

17.8.3 RC serie con onda di tensione rettangolare

Si consideri il circuito RC serie alimentato da una sorgente di tensione ad
onda rettangolare:

v(t) = V (Heaviside(t) — Heaviside(t — T'))

Va(s) =V (% - em)

S

per la quale si ha:
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Fig. 17.17. Transitorio del circuito GC parallelo con sorgente sinusoidale: tensione
(a tratto grosso) e corrente della sorgente (a tratto sottile).

vi(t) _|> = Vi) '}_D T s€
ve(0)
4 s
—_—
g "

Fig. 17.18. Circuito RC serie alimentato con tensione rettangolare.

Il circuito equivalente trasformato, con il modello tipo serie del conden-

satore, & riportato in Fig.17.18.
La tensione sul condensatore risulta:

Ve(s) = %I(s) + ”C(SU_) (17.138)

o, mediante la regola del partitore di tensione, anche:

L vel(0™ (ell
Ve(s) = 7 f% (Vs(s)— C(f ) ) + C(SO ) (17.139)
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Fig. 17.19. Risposta del circuito RC serie ad un’onda rettangolare di tensione.

Considerando solo I'effetto della sorgente di tensione indipendente (v¢(0™) =
0)eponendo V=1,R=1,C=1,T =1, si ha:

1

Vols) = 7S5 Vs(s)=
sC
_ _i¢C (.l._e‘“)=
R+ \s s

_ (K1, Kp Ky K; )\ _,
- (s +s+1) (s +s+l)e

— l_ 1 e l_ l e"’
— \s s+1 s s+1

a cui corrisponde la seguente tensione v¢(t) nel dominio del tempo:

vo(t) = (1 — e~t) Heaviside(t) — (1 - e-<'-l>) Heaviside(t — 1)

mostrata in Fig. 17.19

17.8.4 Carica e scarica impulsiva di un condensatore

Si imponga una sorgente di tensione a gradino vg(t) = Vu(t) ad un con-
densatore inizialmente carico con tensione v¢(0~), come mostrato in Fig.
17.20.
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Fig. 17.20. Variazione impulsiva dello stato di carica di un condensatore.

La trasformata della corrente assorbita dal condensatore risulta:
ve (0™
Vs(s) — 2l

-L —s
sC

v _ chO-!

. T

sC

= C(V =vc(07))

e, antitrasformando, si ottiene la corrente assorbita dal condensatore
durante la variazione impulsiva del suo stato di carica:

i(t) = C(V - vc(07))5(t) (17.141)

Il condensatore varia la propria energia accumulata istantaneamente
assorbendo un impulso di corrente di ampiezza infinita e di area pari a

C(V - vc(07)), (17.142)

uguale alla variazione di carica elettrica Aq assorbita (Fig. 17.20c).

17.8.5 Carica e scarica impulsiva di un induttore

Se si impone una sorgente di corrente a gradino ig(t) = Ju(t) ad un in-
duttore inizialmente carico con corrente iy (0~), come mostrato in Fig.
17.21, in modo duale rispetto alla precedente discussione relativa ad un
condensatore,

la tensione trasformata presente ai terminali dell’induttore risulta:

_ i(07)
V(s) = IS(S)L s - (17.143)
sL
l_i,‘gﬂ'[
= iy

= L(I—1i.(07))
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Fig. 17.21. Variazione impulsiva dello stato di carica di un induttore alimentato
da un gradino di corrente.

e, antitrasformando, si ottiene la tensione assorbita dall’induttore du-
rante la variazione impulsiva del suo stato di carica:

o(t) = L(I —iL(07))8(t) (17.144)

L’induttore varia la propria energia accumulata istantaneamente assor-
bendo un impulso di tensione di ampiezza infinita e di area pari a

LU —i,(07)), (17.145)

uguale alla variazione del flusso concatenato A.

17.9 Applicazione ai circuiti elettrici del secondo
ordine

Si considera ora la soluzione, mediante la trasformata di Laplace, del tran-
sitorio di una rete contenente due elementi capaci di accumulo: due indut-
tori o due condensatori fra loro indipendenti, oppure un induttore e un
condensatore.

17.9.1 Esercizio n. 1 - RLC alimentato con gradino di
tensione

Si abbia il circuito RLC serie alimentato da una sorgente di tensione vg(t)
(Fig. 17.22), caratterizzato da una corrente iniziale nell’induttore pari a
i£(07) = Io e da una tensione iniziale sul condensatore pari a vc(0™) =
Veo.

In Fig. 17.22 & anche riportato il circuito equivalente nel dominio di
Laplace: I'induttore & rappresentato da una impedenza sL in serie ad una
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sorgente di tensione di valore Li;,(0~); il condensatore & rappresentato da
una impedenza ;15 in serie ad una sorgente di tensione di valore ”—‘%0—1
Si hanno sei elementi in serie, tre sorgenti di tensione e tre impedenze. La
corrente I(s) risulta:

1(s) = Yole) + Lin(0) — 2
R+sL+ 55

La corrente I(s) & somma di tre contributi, rispettivamente dovuti alla
sorgente di tensione indipendente Vg(s), alla sorgente di tensione pilotata
dalla corrente iniziale dell’induttore Liy(0~) ed alla sorgente di tensione pi-
lotata dalla tensione iniziale del condensatore (—vc(07)/s). I tre contributi
possono essere valutati separatamente.

11 contributo di corrente dovuto alla sorgente di tensione Vg(s) risulta:

Vs(s)
R+sL+ 35

Con sorgente di tensione a gradino unitario: vg(t) = u(t) si ha Vg(s) = 1.
Assumendo, inoltre:

(17.146)

I(s)lys = (17.147)

R=30,L=1H;C= %
si ha:
1
I = —2 = 17.14
Ol = 37552 (17.148)
e A b o
35+s2+4+2
SO
T os+1 s+2
e la corrispondente funzione del tempo vale:
. R L,i(0) R sL Li0)
i) Ii(s)
C, v(0)
vg(t) i) —— V() e
F 4
— >

O

Fig. 17.22. Circuito RLC serie e corrispondente circuito equivalente nel dominio
della trasformata di Laplace.
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i)y, = [ - e~ u(t) (17.149)

Si osservi che se 'ampiezza del gradino applicato vale V, la corrente
risulta V' volte quella calcolata.

Si osservi pure che le radici del denominatore sono reali e distinte (s; =
—1 e sp = —2). Esse dipendono esclusivamente dai parametri passivi della
rete in esame e non dalle sorgenti esterne o interne. Pertanto il transitorio
in risposta ad una generica forzante esterna (sorgente di tensione applicata)
o interna (condizioni iniziali) & aperiodico e costituito dalla combinazione
lineare dei due esponenziali e*!* e e*2* associati alle due frequenze naturali
della rete in esame. Il valore della generica forzante (interna o esterna)
determinera unicamente il peso di ciascuno dei due esponenziali. Tale peso
vale 1 e —1 con i parametri assegnati e con forzante a gradino unitario (vedi
17.149).

Con una corrente iniziale unitaria nell’induttore i (0~) = 1, si ha:

Liy(00)
R+sL+ 35 =
1

3+s+2
s

G+1)(s+2)
2 1
s+2 s+1

e la corrispondente funzione del tempo risulta:

1(s)l ., (17.150)

i)y, = [2¢7% — e7*] u(t) (17.151)

cioé si hanno ancora i due precedenti esponenziali associati alle due
frequenze naturali ma con pesi opportunamente diversi, dipendenti dai
parametri assegnati.

Se la corrente iniziale & I, la corrente risulta I volte quella calcolata.

Con una tensione iniziale unitaria sul condensatore v¢(0~) = 1, si ha:

_ucso-!
——— o——
R+3L+;15

I(s)lvg, = 2= (17.152)

3+s+2
—— 1__—

T 3s+s2+2
1 1

s+2 s+1
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e la corrispondente funzione del tempo risulta:

i)y, = [6'2‘ - e“] u(t) (17.153)

ossia, ancora, i due precedenti esponenziali associati alle due frequenze
naturali ma con pesi opportunamente diversi, dipendenti dai parametri
assegnati.

Si osservi che la tensione iniziale di carica del condensatore fornisce una
espressione della corrente che & identica, a parte il segno, a quella dovuta
alla sorgente esterna a gradino. Con gradino di ampiezza V applicato e
tensione iniziale Vg = V, questi due contributi di corrente si compensano
esattamente; in generale si sottraggono uno all’altro, o si sommano, ma
hanno lo stesso andamento nel tempo.

Se la tensione iniziale & Vg, la corrente risulta Vg volte quella calcolata.

Sommando i tre contributi appena calcolati, assumendo:

V=1Vilia=1A4AVoo=1V

si ha la seguente corrente risultante:

it) = (et—e )+ % —et)+ (e —e) = (17.154)
[267% — "] u(t)

rappresentata in Fig. 17.23. Dal momento che la corrente dovuta alla sor-
gente a gradino (primo contributo) & uguale ed opposta alla corrente dovuta
alla tensione iniziale di carica del condensatore, rimane solo la risposta alla
corrente iniziale dell’induttore.

Se si pone, invece:

V=1V;I10=0;Vgo = -1V

si ha:

it) = (et—e2)—(e%-eY)= (17.155)
[2e7* — 2e7%] u(t)

il cui andamento & riportato in Fig. 17.24.

Si riconosca la congruenza degli andamenti ottenuti, osservando che il
valore iniziale della corrente & imposto dalla corrente iniziale dell’induttore
in serie al circuito: +1 nel caso precedente e 0 nel caso attuale; che il valore
finale della corrente deve essere zero, per effetto del condensatore in serie
al circuito e della sorgente di tensione costante applicata; che, infine, la
derivata iniziale della corrente del circuito (e dell'induttore) & proporzionale
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Fig. 17.23. Corrente transitoria nel circuito RLC alimentato da un gradino
unitario di tensione, con Iro =1e Vgo = 1.

i(t) 1T
05T
0 t t t -
0 1 2 3 4
t
05T
Fig. 17I24 Corrente transitoria nel circuit RLC con

V=1V;Io=0Vco=-1V.
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Fig. 17.25. Circuito RLC al tempo ¢t = 0%,

alla tensione sull’induttore all’instante ¢ = 0% (Fig. 17.25) che, a sua volta,
risulta:

v (0%) = wvs(0*) —vr(0%) —vc(0F) = (17.156)
= vs(0+) - RiLo(0+) - ‘Uc(0+) =
pdir|  _ [ 1-3-1=-3 nel primo caso
dt [p+ ~ | 1—0+1=2 nel secondo caso

La tensione V¢ () sul condensatore del circuito in esame si pud esprimere
come somma di due contributi: la tensione sull'impedenza % e la tensione

di sorgente 342——1. Esprimendo la tensione sull'impedenza ;% mediante la
regola del partitore di tensione, la tensione Vi (s) sul condensatore risulta:

- 1 verl0-
Vis(o)i= (Vs(s)+LiL(0")— 2@ )) ATt o) (17.157

Con forzanti esterne ed interne unitarie:

V=1V;IL0=1A;VCQ=1V

si ha:
Ve(s) = (-1-+1—l)—%—+1= (17.158)
s 3+s+% 8
1
s
1

2 2

la cui corrispondente funzione del tempo risulta:

ve(t) = [2e78 — 2e7 + 1] u(t) (17.159)
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15T

05T

Fig. 17.26. Tensione sul condensatore durante il transitorio RLC serie alimentato
da un gradino di tensione.

ed il cui andamento & mostrato in Fig. 17.26.

La tensione sul condensatore pud essere vista come la somma degli ef-
fetti di tre cause distinte: la tensione della sorgente indipendente e le ten-
sioni associate alle condizioni iniziali; ciascun effetto pud essere calcola-
to separatamente dagli altri due e sommato a questi per avere l'effetto
risultante.

L’effetto della sorgente indipendente sulla tensione del condensatore risul-
ta:

= B
VC(s)le = VS(S)R_-}-;-L-FL% (17160)
8

Con gradino unitario di tensione applicata ed i precedenti valori dei
parametri si ha:

o 5
Ve(s)ly, = N . (17.161)

I
$3s+824+2
1__ 2 _
s(s+1)(s+2)
1 2 1

s s+1 s+2
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La tensione sul condensatore, per effetto della tensione della sorgente a
gradino unitario, risulta:

ve(t)|ys = [e"m -2t + l] u(t)
L'effetto della corrente iniziale unitaria dell'induttore risulta:

_L

Vc(s)llm = LzL(O )m—— (17.162)

I .
3+s+2

2 —
3s+s24+2
2 2
s+1 s+2

e la corrispondente funzione del tempo vale:
ve(t)l;,, = [2e7t - 2e‘2‘] u(t)

Infine, il contributo di tensione sul condensatore dovuto alla tensione
iniziale unitaria del condensatore, vale:

= 1 -

Ve(s)lve, = ‘UC(sO )R+;I(j+;15 +vc(30 L

_ 1 £ 3

- _s3+s+% s

11 2

T s $3s+82+42

112 ~

T s s(s+1)(s+2)

31 1. 3 1

= s s Terl stz

B 1

T os+1 s+2

la cui corrispondente funzione del tempo risulta:

ve(t)ly,, = [2¢7¢ — 7] u(t)
Sommando i tre effetti si ottiene 'effetto risultante:

ve(t)

(€72 —2e~t 1) + (2e~* — 2672 + (2~ — e~%) =
[2e“ -2 4 1] u(t)



17.9 Applicazione ai circuiti elettrici del secondo ordine 723

che uguaglia, ovviamente, il risultato gia ottenuto precedentemente (17.159)
e visualizzato in Fig.17.26.
Ponendo:

V==1V;Ig=1A;Vgo=1V

si ha:

ve(t) = -1(e7® —-2e7t+1)
+ (27t — 2e7%) + (2¢7t — ™)
= [6e7" —4e™% — 1] u(t)

rappresentato in Fig.17.26. Si pud verificare immediatamente la conguen-
za del risultato ottenuto, osservando che il valore iniziale della tensione
sul condensatore & un dato assegnato, che il valore finale della tensione
del condensatore deve uguagliare la tensione della sorgente esterna e, in-
fine, che la derivata iniziale della tensione sul condensatore "—:{l 0 ,deve
uguagliare la corrente iniziale dell'induttore diviso la capacita del conden-
satore :_ug_*z. Infatti, al tempo t = 0% il circuito equivalente & quello ripor-
tato in Fig.17.25, dal quale & evidente che la sorgente di corrente associata
alla corrente iniziale dell’induttore impone la propria corrente a tutti gli
elementi in serie, compreso il condensatore.

Ponendo:
V==1V;Ipg=-4A;Voo=1V
si ha:
ve(t) = —-1(e72 -2t +1) -4 (27" —2e7%)
+ (27t —e) = [6e7% —4e™t — 1] u(t)

il cui andamento ¢ mostrato in Fig.17.27.

17.9.2 Esercizio n. 2 -Trasformata di Laplace con equazioni
di stato

La corrente dell’induttore e la tensione del condensatore costituiscono le
variabili di stato del circuito RLC in esame. In modo del tutto generale,
quindi, si pud applicare il metodo delle equazioni di stato per determinare
’espressione delle variabili di stato nel dominio della trasformata di Laplace.

Considerando 1'albero proprio del circuito RLC in esame (Fig. 17.28b),
I'insieme di taglio fondamentale ¢t associato al condensatore e la maglia
fondamentale associata all’induttore my, si ha:



724 17. TRASFORMATA DI LAPLACE

Fig. 17.27. Transitorio di tensione del condensatore per
V==1V;Ito=—-4A;Vco=1V.

@ ®) ®

Fig. 17.28. Transitorio RLC nel dominio di Laplace e con equazioni di stato.
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tc) ic—i, = 0 = Cd—;’t—c——i[,=0 (17.163)
di
my) ve+vp+vp—vs = 0 = vc+L%+vR—vs=0

dove vy & una variabile ausiliaria che si determina mediante I’equazione
dell’insieme di taglio £ associato al resistore di resistenza R:

tr)ir—iLr =0 = ip=1;, = vp=Rig (17.164)

Sostituendo v nella seconda delle equazioni (17.163), si ottiene il sistema
delle equazioni di stato:

_C4e i =0
Ld—t;f‘-i-vc-i-RiL—vs:O

che pud essere tradotto nelle corrispondenti equazioni di stato nel do-
minio di Laplace:

C[sVe(s) —ve(07)] = IL(s) =0
{ L(sIL(s)— iL(CE)f)] + ‘gc((s) + RI[;(S) —Vs(s) =0 (17.166)

Portando al secondo membro i contributi dovuti alla sorgente ed ai valori
iniziali, si ha:

(17.165)

{ 8CVe(s) — I(s) = Cvc(07)
Ve(8) + (R+ sL) IL(s) = Vs(s) + Lig,(07)

o anche, in forma matriciale,
i sl Ve(s) \ _ Cuc(07)
( 1 Bl ) ( I.(s) ) - ( Vs(s) + Lig(07) ) (17.168)

da cui si ottiene 'espressione delle variabili di stato Vg(s) e Ir(s) in
funzione delle forzanti esterne ed interne e dei parametri del circuito:

( ‘;f((ss)) ) B ( T Ry sL )-1 ( vs(f)'fﬁf’;’(o-) ) = (17.169)

_ 1 R+Ls 1 CVeo .
"~ CRs+CLs?+1 -1 sC Vs(s) + LILo

= 1 (R+ Ls)CVgo + Vs(s) + Lo
CR3 + CL32 +1 _CVCO + sC (VS(S) + LILO)

Il metodo delle equazioni di stato ¢ del tutto generale e sistematico. La
sua integrazione con il metodo della trasformata di Laplace consente di
effettuare l’analisi in regime dinamico anche di circuiti lineari complessi
e in presenza di variazioni impulsive dello stato di carica di induttori e
condensatori.

(17.167)
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17.9.3 Esercizio n. 8 - RLC con forzante sinusoidale e
frequenze naturali reali e distinte

Si consideri la risposta di un circuito RLC ad una forzante sinusoidale. La
corrente nel circuito di Fig. 17.22, per effetto di una generica forzante, in
assenza di condizioni iniziali, risulta:

I(s) = Vs(s)

——— 17.170
R+ 3L+;1,§ ( )

Ponendo vs(t) = V coswt, si ha Vs(s) = Vz{zz. Con cid, la corrente
diventa:

V : &8
I(s) = —F= (17.171)
R+sL+ 0
Assumendo:
V=1;w:l;R=3;L=1;C=% (17.172)
si ha:
Vais
I = — ST fw? = 17.17
) = Rrsr+ L (17.173)
— 5 —
(21 (s+2+3)
52
T )+ (s+2)
s+ D (s+2)(s— ] )(s+3)
Ay A As A3
= 17.174
s+1 3+2+s—j+s+j (17.174)
1 4 56+ 300 , 36— 300
_ _ + 2 17.175
2(s+1) 5(s+2) §—7J 3+3 ( )
Le radici del denominatore di I(s) sono quattro: due reali, s; = —1 ed
sp = —2, associate ai parametri della rete, e due complesse e coniugate,
s3 = j e s4 = —7, associate alla sorgente di tensione sinusoidale applicata.

Sviluppando in frazioni parziali, si trova che i numeratori associati alle

due radici complesse e coniugate sono pure complessi e coniugati: Az =

3 1o Ax — 3 1
-23-1-@38.;‘-1:‘_%—%3.'
Antitrasformando, si ottiene:

oot m (31N e (3,1
z{t}'[ze 5° +(20 zo)e + (95 +207) €| w0
(17.176)
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e, trasformando gli esponenziali di variabile complessa in funzioni trigono-
metriche, si ha:
1 4
i(t) = -2-e“ - ge‘m e -1% cost — 75 sint (17.177)
La corrente ¢ somma di quattro contributi: i primi due esprimono il
transitorio in risposta alla tensione sinusoidale applicata mentre i secondi
due forniscono 'andamento di regime della corrente.
Il corrispondente fasore corrente di regime risulta:

3 1 1

¥ ow g b G
1072 102
= Vf’;\;%leimw% = (17.178)
= ﬂeg arctan § _ 1 e]ucta.n&
10v2 V10v2
L’impedenza Z del circuito vale:
Z =R+ j(wL - ;15) =3 —j=10e I arctan § (17.179)

La corrente I di regime, calcolata direttamente con 1’algebra dei fasori,
vale:

- 2 jarctan § __
v (17.180)

1

2

1
+7)

~
]
N <

1
. 3
T

che ¢ uguale al valore di regime gia determinato con la trasformata di
Laplace (Eq. 17.178).

17.9.4 Esercizio n. 4 - RLC con forzante sinusoidale e
frequenze naturali complesse e coniugate.
Si consideri la risposta di un circuito RLC ad una forzante sinusoidale nel

caso in cui le frequenze naturali siano complesse e coniugate.
Affinché le frequenze naturali siano complesse e coniugate, assumendo:

1
L-l,C—i

la resistenza R deve essere minore della resistenza critica Rgo = 2\/{,‘-. =

2v/2. Poniamo R = 2 Q. Con vg(t) = cost, ossia V =1 e w = 1, la corrente
I(s) risulta:
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V S
I(s) = .—'H')-L=

R+sL+ &

T o(824+1)(2s+82+2)
(s +3)(s—3)(s+1+5)(s+1~])

_ A1.+ A;._'_ A,y . A3 _
8—3 8+35 s+1—-3 s+1+4+j

b -4 4+ i-P

s§—3 s+3 s+(1-3) s+(1+7)

oltre alle due radici complesse e coniugate, +j, associate alla sorgente
di tensione sinusoidale, vi sono le due radici complesse e coniugate (1 % j)
coincidenti con le frequenze naturali della rete.

La corrente in funzione del tempo risulta:

TR W TR T 15,
it) = (5+103)e’ +(5 10,7)e

et (L 42:) et (L _2;) et
e [(5+5J e+ s-5l)e

che riscritta, trasformando gli esponenziali di variabile complessa in fun-
zioni trigonometriche, diventa:

i(t) = (%oost - %sint —et (%oost - %smt)) Heaviside () (17.181)

il cui andamento & riportato in Fig. 17.29. Si osservi che la pulsazione

naturale smorzata wy dell’oscillazione smorzata & uguale alla pulsazione
w = 1 della sorgente esterna:

=72 (17.182)
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Fig. 17.29. Transitorio della corrente nel circuito RLC con frequenze naturali
complesse e coniugate alimentato da sorgente sinusoidale. E’ mostrata la com-
ponente transitoria, esponenziale smorzata (a tratto sottile), la componente di
regime (a tratto punteggiato) e la corrente risultante (a tratto grosso).

Il circuito in esame non & in risonanza, essendo wg # w. Infatti la corrente
di regime (ico(t) = 2 cost— 1 sint = % cos(t +arctan )) non & in fase con
la tensione della sorgente (v4(t) = cost). In altre parole, I'impedenza del

circuito:

2 1
g = R+J(wL—;—C-)—

. 1
= 2+J(1-1—‘1—.£)=

2 — j = V/Bel aretan(-3)

ha parte immaginaria non nulla.
In Fig. 17.29 sono anche riportate la corrente di regime

foo(l) = %cost— -E_l;sint

e la corrente transitoria

2 4
— -t —_ — — 1
e (scost 5smt)

la cui somma da la corrente risultante ().



730 17. TRASFORMATA DI LAPLACE
R
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1 Lm 2
< N\

0 (1) o (ol

Fig. 17.30. Transitorio di un mutuo induttore con la trasformata di Laplace.

1 7.9.5 Esercizio n. 5 - Mutuo induttore alimentato da
gradino e da onda quadra

Si consideri un mutuo induttore in serie con due resistori di resistenza R,
ed Ry (Fig. 17.30). 1l lato 1 ¢ alimentato da una sorgente di tensione a
gradino unitario mentre il lato 2 & chiuso in corto circuito.

Assumendo nulle le correnti iniziali, le equazioni di funzionamento sono:

(A L -

Ponendo:

Ry = LiRo=1L =1L =1L, = %;

v = Heaviside (t)
(3 ) ()

(43)- (=8 - (*mm )

si ha:

Ot =
it

da cui:

In(s) T 8s+3s7+4 2(s+2) ~ 2(3s+2)
La corrente nel lato alimentato vale:
1 1 3
Il (8) = -

s 2(s+2) 2(3s+2)

e nel dominio del tempo:

i1(t) = (1 - Ee'gt - %8'2‘) Heaviside (t)

rappresentata in Fig. 17.31.
La corrente assorbita dal lato in corto-circuito:
1 3
L) =351 2@ 1)
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Fig. 17.31. Transitorio della corrente #;(t) nel lato alimentato (tratto grosso) e
della corrente i2(t) nel lato in corto-circuito (tratto sottile) del mutuo induttore
alimentato da un gradino di tensione.

e la corrispondente funzione del tempo é:

ia(t) = (%e‘z‘ - %e"g‘) Heaviside (t)
rappresentata in Fig. 17.31

Si noti che, con sorgente a gradino di tensione, la corrente di regime del
lato alimentato i; del mutuo induttore & limitata solo dalla resistenza R,
e che la corrente nel lato secondario i del mutuo induttore & diversa da
zero solo quando la corrente primaria ha derivata non nulla. In ogni caso,
considerando le correnti entranti dai terminali corrispondenti del mutuo
induttore, la corrente i & sempre opposta alla corrente i;.

Si alimenti ora il mutuo induttore con una onda quadra di tensione di
ampiezza unitaria e di durata finita pari a 2 s:

vs(t) = u(t)-u(t-2)=
= Heaviside (t) — Heaviside (t — 2)

mostrata in Fig. 17.32. Un’onda quadra si ottiene sommando ad un
gradino un altro gradino di segno opposto e traslato nel tempo.
La trasformata della tensione di sorgente risulta:

e-2a

1
Vs(s) = £ — =
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Fig. 17.32. Onda quadra di tensione applicata al mutuo induttore in
corto-circuito.

La corrente nel lato alimentato I;(s) risulta composta da due contributi

identici ma di cui il secondo & traslato rispetto al primo, ovvero & moltipli-
cato per e~2%:

1 1 S
L(s) = (;- 2(s+2) 2(3s+2)) &

l ~y 1 _ 3 e—2a
s 2(s+2) 2(3s+2)
La corrente ,(t) nel lato alimentato risulta:

31(t) = (1 - %e‘i‘ - %e‘”) Heaviside () —

(1 - -;-e‘g(“z) - %e"m‘”) Heaviside (t — 2)
ed & costituita da due contributi uguali ed opposti, di cui il secondo &

traslato in ritardo di 2 secondi rispetto al primo (Fig. 17.33).
La corrente nel lato in corto-circuito del mutuo induttore risulta:

I(s) = (2(sl+2)_2(333+2))-

1 B 3 ¥
2(s+2) 2(3s+2)
e la corrispondente funzione del tempo risulta:
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Fig. 17.33. Corrente ;(t) nel lato alimentato del mutuo induttore in corto circuito
alimentato con onda quadra di tensione.

ia(t) = (le“z‘ - %e"g‘) Heaviside (t) —

2
(-;-e"z(“z) - %e"g("z)) Heaviside (t — 2)

ed e rappresentata in Fig. 17.34.

Si noti che il transitorio di corrente dovuto al gradino negativo traslato
¢ identico a quello precedente, in risposta ad un gradino positivo, ma con
segno opposto e con partenza da valori iniziali non nulli. Infatti, le correnti
iniziali del secondo transitorio sono:

i1(2) = 0.85904 ; i3(2) = —0.12264

17.9.6 Esercizio n. 6 - Rete RLC con condizioni iniziali

St consideri in circuito riportato in Fig. 17.85a con i sequenti dati numeri-
ci:

B = 20R=20;L=1H;C=
is(t) 5A

F;

| -
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Fig. 17.34. Corrente i2(t) nel lato in corto circuito del mutuo induttore alimentato
da onda quada di tensione.

Si determini la tensione sul condensatore e la corrente nell’induttore, in
sequito all’apertura dell’interruttore, mediante il metodo della trasformata
di Laplace.

Dapprima si determinano i valori iniziali delle variabili di stato Vo =
ve(07) e Ip = ir(0™), mediante I’analisi del circuito equivalente di Fig.
17.35b al tempo t = 0~. Si ottiene Voo =5 V e Io = 3 A.

Quindi si considera il circuito equivalente nel dominio di Laplace, mostra-
to in Fig. 17.35¢c, che viene trasformato nel corrispondente equivalente
di tipo parallelo, riportato in Fig. 17.35d, sul quale si pud direttamente
scrivere |’espressione della tensione sul condensatore:

Is(s) + CVoo — pitar

1
sC+ iz

Ve(s) =

con cui si ottiene la corrente nell’induttore:

Ve(s) + LI
IL(s) - 1(21)-}' sL =

Con i precedenti dati numerici si ottiene:
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Fig. 17.35. a) Rete RLC da analizzare; b) rete equivalente al tempo t = 07; c)
rete equivalente nel dominio di Laplace; d) rete equivalente trasformata.

@ jon

+§5—§§r—,

§tam
45s + 10s2 4+ 100

10s + 452 + 253
10 1 5-10s

225+ s2+5
19_'_1 5—10s -
s 2(s+1-2j)(s+1+2j)
0 3+% _§-%
s s—(-1+2j) s-(=1-2j)

Ve(s)

Il

dalla quale sono evidenti tre componenti: un costante e due componenti
armoniche smorzate esponenzialmente.
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ve(t) IST
1257
10T

15T

25T

0 1 2 3 gl
t

Fig. 17.36. Andamento nel tempo della tensione sul condensatore della rete di
Fig.17.35a.

Antitrasformando si ha:

ve() = 10— (g 153) e(—14+24)t _ (g_ls?j)e(—l—zj)t___
5 15 .
— -t 25t AT -2jt| _
- Grs) e (G- 9) ]

= 10-et (5cos2t — —s1n2t)

15
= 10—\/52+ e~ cos(2t+arcta.n-::;-)=

— [10 - ze * cos(2t + arctan 4)] u(t)

e I'andamento corrispondente & riportato in Fig. 17.36.
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La corrente nell’induttore risulta:

Vo(s)+ LIpg
Ry + sL -
2
_ gpudun. g
2+s
10s + 55 + 50
10s + 452 + 253
5 1 —5s—10
s 22s5+82+5
5,1 ~5s — 10
s 2(s+1-27)(s+1+29)

IL(s) =

Antitrasformando si ha:

5 5 : 5 O .
(2225 om1-20)t o (2 _ 9. (-142i)e| _
s-[(+87) e (3-30) <]

= §5- ge" (@+7)e ¥ +(2-j)e¥) =

ir(t)

= 55— §e“(4cos2t+ 2sin2t) =

8
= 5-— -Z-e"‘(2cos2t+sin2t)
= [ - 5T\/ge“cos (2t — arctan %)] u(t)

e 'andamento corrispondente é riportato in Fig. 17.37

17.9.7 FEsercizio n. 7 - Rete con mutuo induttore

Nel circuito di Fig. 17.38, contenente un mutuo induttore, che si tro-
va nella condizione assegnata da lungo tempo, si determini il transitorio
della corrente ipa(t) assorbita dal resistore Ry, in seguito alla chiusura
dell’interruttore S.

Dati:

Vs = 10V;Ri=2Q;R,=3Q;R3 =3¢
Liin = 2H; Las=3H: Ly=1H;

Dapprima si determinano le condizioni iniziali, studiando la rete di Fig.
17.38b per t = 0~. Si ha la corrente i1, (07) = I1o = R—lvfm =2 A, mentre
la corrente iz2(0™) = 0.

Riconoscendo che le tensioni indotte sui due induttori accoppiati sono:
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iy 757

6257

357

257

1.257T

0 | 2 3 El

Fig. 17.37. Transitorio della corrente nell'induttore nel circuito RLC di Fig.17.35

L diy . diy
vy, = Lp 7 +Lmdt

iy di
v2 = Lmar+lnz,

e che le corrispondenti trasformate di Laplace valgono:

Vi(s) = Lu(sh(s) —i£1(07)) + Lm(sla(s) —ir2(07)) =
Ly (sIi(s) = ir1(07)) + sLmI2(s)
Ly (sIi(8) = i1(07)) + Loa(sla(s) —ir2(07)) =
L (sIi(s) = i£1(07)) + LaasIa(s)

Va(s)

si ha il circuito equivalente mostrato in Fig. 17.38¢c).
Si esprima l'equilibrio delle tensioni nelle due maglie confinanti con il
resistore Rj3:

Ve + Ll = (Rl + R3 + 8L11)I1 + (Ra + 8Lm)I2
Lnlhio = (R3+ sLyn)li +(R2+ R+ sLag)l
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el @‘.’T’ Vo TP

o€o—,
é L) 1 1ts)=-1s)
slali(s)] | sLali(s) R

' 1i(s)+h(s)
R;

Fig. 17.38. Esercizio n.7. Rete con mutuo induttore e condizioni iniziali da
studiare con Laplace.
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Dalla seconda si ottiene:

Limho— (R2 + Rz +sLa) I
R3 + sL, -
2-(35+6) I
s+3

I

e sostituendo nella prima si ha:

LmIio — (R2 + Rz + sLyp) I
R3 + sL,,

Vs + Lzl = (R] + R3 + sLn)
+(R3 + sLp)la =

1—0+4 (23+5)2—(f:;6)12+(s+3)Iz=

(23+5)( 2 _ (3s+6) I

518  a+3 )+(3+3)12=

SCRE P S (R R R ) P

da cui:

(25 +5) ;2 5+3 (180 +4) _

(2s+5)-(%)- (s+3)
-12s-30

21s + 2152 4 583
-12s - 30

s (21s + 582 + 21)
—12s - 30

s(s—p1)(s—p2)

I(s) =

La corrente Ip, & 'opposto di I5:

12s + 30
I - =
Rale) s(s—p1)(s—p2)
_ - §
5 110 \/— + \/_
s S—Pn1
dove:
1
no= -3 (21 +21 ) —2.5583

P2 = ‘/—5‘5'—1- 110(21+\/_) ~1.6417
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Antitrasformando si ha:

, 1075 B G N 5 1 sl i 0
Iﬂz(t) = ?—(?—\/;)e" —(-?:+‘/;)e”’_.

i % —5.0632 x 10~2¢P' — 1.3689¢P* per t > 0

E’ facile verificare che i valori iniziale e finale di questa corrente sono
corretti:

ir(0”) = 0
ipa(o0) = 17.9

17.9.8 Esercizio n. 8 - RLC con due sorgenti

Si consideri il circuito di Fig. 17.39, alimentato da due sorgenti di tensione
indipendenti, una avente tensione costante, Vso = 8 V, attiva da lungo
tempo, e l’altra a gradino, attiva per t > 0, avente tensione Vg; = 10 u(t).
Gli altri dati sono:

R1=3Q;R2=5Q;L=1H;C= F

=,

L'analisi al tempo ¢ = 0~, con il circuito di Fig. 17.39b, consente di
determinare i valori iniziali delle variabili di stato:

R
ve(07) R +1R2V23=3V;
L ar Ve

iL(07) = —R113R2=—1A

L’analisi al tempo ¢ = oo, con il circuito di Fig. 17.39¢, consente di
determinare i valori finali delle variabili di stato:

_ mtR_B+E_wy
Ry Ry 3 5
) Vg1 —Vsge 10-—-8 1
= = ==A
i2() Ri+Rs 345 4

Le variabili di stato si ottengono mediante l'albero proprio della rete
assegnata (Fig. 17.39d).

L’equazione per l'insieme di taglio del condensatore e per la maglia
fondamentale dell’induttore risultano:

tc)ic —iL —ipg = 0
mp)vL+ve—vsi+vm = 0
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Fig. 17.39. Esempio n. 8. Rete RLC con doppia sorgente da studiare con Laplace.
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L’insieme di taglio del resistore R, e la maglia fondamentale del resistore
Ry consentono di ottenere, rispettivamente, la tensione vg; e la corrente
iR9:

tr,) imn = iL=>vm = Riig
mR,) Vre +vc —vs2 = 0=ipy=-Ga(ve — vsg) (17.183)

con cui le equazioni di stato diventano:

d

C%tc-—i[,-i-szC—Gz‘vsz = 0
di
L—(—;—tli+vc—031+R1iL = 0

In forma normale si ha:

(£)-(% 4)(2) (%)

Nel dominio di Laplace, le equazioni di stato risultano:

ClsVe —vc(07)] — I+ G2V —GaVsz = 0
L[SIL—iL(O_)]-i-VC‘—Vsl+R11L = 0

ovvero:

sCVe — Cvc(O_) — I +GaVe—GaVsa = 0
sLI; — Lz‘,,(O‘)] +Ve-Va+RI, = 0

da cui, sapendo che Vg, = 'IZQ’ Vsa = %, e sostituendo i valori numerici
dei parametri e degli stati iniziali, si ha:

—74—12s — 3s%
" s(8+4s+ s
37 25(4+s)
4s  4(8+4s+s?)
37 25(4 + s)
ds  4(s—s1)(s — 52)
—2—6s+ 82 B
T s(8+4s+s2)
1 5(-4+s)
4s 48 +4s+s2)
1 5(—4 + s)
4s  4(s—s)(s — s2)

Ve =

I, =
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ve(t) 10T

75T

25T

0 1.25 25 3.75 5

Fig. 17.40. Esercizio n.8. Tensione sul condensatore vc(t).

dove 8 = -2 — j2 e s9 = =2 + j2.
Antitrasformando si ha la tensione sul condensatore:

ve(t) = [% - %e‘z‘(cos% + sin 2t)] u(t)

mostrata in Fig. 17.40
e la corrente nell’induttore:

0= |3 - L
zL(t)—[4 e (4cos2t+ 1 sm2t)] u(t)

mostrata in Fig. 17.41
Si determini ora la corrente erogata dalla sorgente Vs, ossia della vari-
abile di rete ipe. Dalla (17.183) risulta:

irg = —Ga(vc —vs2) =
= —% (%Z - %e"z‘(cos 2t + sin 2t) — 8) Heaviside (t) =

(ge—” (cos 2t + sin 2t) — i) Heaviside (t)

il cui andamento & mostrato in Fig. 17.42
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iuy 1T
05T
0 :/_\: t {
0 125 25 3.75 5
t
05T
<]
15T
<
Fig. 17.41. Esercizio 8. Corrente nell’induttore i (t).
iR2(1) 17
0.75T
05T
025T
0 1 L L '
0 1 2 3 4
ts]
-O.ZST

Fig. 17.42. Esercizio n. 8. Corrente ir2(t) nel resistore Ra.
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17.9.9 Esercizio n. 9 - RLC con due sorgenti, una a gradino
e una sinusoidale
Nella rete dell’esercizio n.8 (Fig. 17.39), la sorgente di tensione vgs; sia

di tipo sinusoidale e sia attiva per t > 0 mentre la sorgente di tensione
continua Vsy sia attiva da molto tempo. Pertanto, con i sequenti dati:

vg1(t) = 10sin3t u(t);Vse =8V
Hi = 3Q;R2=5Q;L=1H;C=-;-F;
1 5}

ovvero w = 3;Xc=—m=—§;XL=wL=3

si determini la corrente iy (t) nell’induttore e la tensione vc(t) sul con-
densatore in funzione del tempo per t > 0.

Per t < 0, la rete equivalente di Fig. 17.39b permette di calcolare i valori
iniziali delle variabili di stato:

Vsa

$E107) = _Rl t R =-1A
A, R
ve(07) = R1+]R2V32=3V

I valori finali si ottengono per sovrapposizione degli effetti della sorgente
di tensione continua e della sorgente di tensione alternata. I valori finali
dovuti alla sorgente di tensione continua sono gid noti, essendo uguali ai
valori iniziali, gia calcolati per ¢ < 0. I valori finali dovuti alla sorgente
di tensione sinusoidale, invece, si possono valutare con I'algebra dei fasori,
disattivando la sorgente di tensione continua Vg nel circuito di Fig. 17.39a,
ovvero sostituendola con un corto-circuito:

Ra{i?‘c!

Riconoscendo che:
Vsi(s) =
Vs2 ( 8) =

con le equazioni di stato:
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sCVe — C’Uc(O-) —IL+GoVe—GaVsa = 0
sLIp; — Liy(07)]|+ Ve —Va1 + Ry, = 0

ed i precedenti valori numerici si ottiene:

3(72 + 86s + 17s% + 4s% + s%)

Vols) = =01 @+as+5)
3 30(1+4s)  30(17+4s)
s 29(9+s2) ' 29(8 +4s + s?)
72 + 6s — 1352 + 452 + s*
IL(s) = =

"~ (9 + 52)(8 + 45 + 52)
1 30(-7+s) 30(=3+3)
s  29(9+s%)  29(8 +4s+ s?)

Riconoscendo che le radici del denominatore sono:
81 =—2—32;8 = -2+ 3j2;83 = —33;84 = j3; 85 =0

I’ antitrasformata della tensione del condensatore vale

e B0 W a8
vc(t)-(3 29cos3t 29sm3t+e (2900s2t+ 29sm2t))u(t)

rappresentata in Fig. 17.43.
L’antitrasformata della corrente nell’induttore vale:

e (1= 3 oozt s P sing 4 e (Looszt + Bsi
zL(t)—(l 29cos3t+2gsm3t+e (29cos2t+zgsm2t>)u(t)

rappresentata in Fig. 17.44.

17.9.10 Esercizio n. 10 - Mutuo induttore alimentato da
sorgente sinusoidale

Si consideri un mutuo induttore in serie con due resistori di resistenza R,

ed Ry (Fig. 17.30). 1l lato 1 sia alimentato da una sorgente di tensione

sinusoidale mentre il lato 2 & chiuso in corto circuito.
Le equazioni di funzionamento sono:

(M s )(3)- (%)
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vel(t) 8T

Fig. 17.43. Esercizio n. 9. Tensione sul condensatore vc(t).

iLm
. 2 5J

125T

0 1 t t i
1.25 25 3.75 5
t

-2.5'|>

35T

Fig. 17.44. Esercizio n. 9. Corrente nell'induttore i (t).
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Ponendo:
Ri = LR=Llu=Lln=LLn=y;
vg = sin2t Heaviside (t)
si ha: 2
s+1 3s I(s) = I ¥
38 s+1 I>(s) 0
da cui
( Ii(s) ) — ( 32a+16398-:g-s§+3a‘+16 ) -
Ix(s) —4 355167 T 8557357716

- W"'W*“’ﬁ(g 39)
0BT — Wﬁ"ﬁ(ms—s)

La trasformata della corrente nel lato alimentato I;(s) vale:

N S R
T 4(s+2) T 20Bs+2)  s2+4\5 5

e nel dominio del tempo:

(1 -2, 3 -3t i __2
01(t) = (4 +20e 1Osm2t 5cos2t u(t)

rappresentata in Fig. 17.45.
La trasformata della corrente nel lato in corto-circuito:

17, PR R NSRS i (W
AT 0@Bs+2) 4(s+2)  s2+4\10 5

e la corrispondente funzione del tempo é:

ia(t) = (1—10 cos 2t — %sm2t - i 4 %e"i‘) u(t)

costituita da una sinusoide di regime sovrapposta ad una coppia di espo-
nenziali smorzati con costanti di tempo % e -g-, riportata in Fig. 17.46.

Si osservi che le correnti di regime si possono calcolare semplicemente
mediante 1’algebra dei fasori:

Rl <4 jWLn ijm I1 o Vs
JwLy, Ry + jwLao L) 0

e con i valori numerici:

(1;2,- 132j)<2)=(_<>j)
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il() 1T

075T

05T

0257

0 1.25 25 3.75 5

0257

057

Fig. 17.45. Esercizio n. 10. Corrente del lato alimentato del mutuo induttore con
sorgente sinusoidale.

2() 05T
025T
0 + + $ A
0 125 25 375 5
t
025T
;

0.5°

Fig. 17.46. Corrente nel lato in corto circuito del mutuo induttore alimentato con
sorgente sinusoidale
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le correnti (fasori con valore massimo) risultano:

()=(%+%)

esattamente corrispondenti alle sinusoidi di regime determinate con la
trasformata di Laplace.



