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1. 1. DefinizioneDefinizione ((operativaoperativa))
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Si effettui la trasformata di Laplace di entrambi i membri dell’equazione
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Si definisce funzione di trasferimento il rapporto tra le trasformate 
di Laplace dell’ scita e dell’ingresso (con condi ioni ini iali n lle)
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di Laplace dell’uscita e dell’ingresso (con condizioni iniziali nulle).
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Funzione di trasferimento
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22. . InterpretazioneInterpretazione delladella funzionefunzione didi trasferimentotrasferimento

Si consideri un sistema con funzione di trasferimento ( )sG

( ) ( ) 1imp)( =⎯⎯→⎯= sUttu
L

Siano ( ) ( )p)(
condizioni iniziali nulle

Allora
( ) ( ) ( ) ( )sGsUsGsY ==

La funzione di trasferimento è la trasformata di
Laplace della risposta all’impulso del sistema
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EsempioEsempio 11
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EsempioEsempio 22
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EsempioEsempio 33

Equazione del forno( ) ( ) ( )tu
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EsempioEsempio 44

Equazione del circuito RLC( ) ( ) ( ) ( )tu
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EsempioEsempio 55

Equazione massa molla smorzatore( ) ( ) ( ) ( )tu
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⎠
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⎠⎝
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( )
ProprietàProprietà

( )sG è sempre
razionale

( ) ( )
( )sD
sNsG =

( ) ( )sssssD n ϕααα =++++= 01
2

2...

( )

è il polinomio caratteristico dell’equazione omogenea.
Le radici dell’equazione caratteristica sono gli

( )sϕ
( ) 0=sϕ

( )

Le radici dell equazione caratteristica sono gli
autovalori.

( ) 0sϕ

( )sN è un polinomio in s di grado m ≤ n
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3. 3. FunzioneFunzione didi trasferimentotrasferimento : : polipoli e e zerizeri

( ) ( )sN Zeri : radici di ( ) 0=sNO( ) ( )
( )sD
sNsG =

Poli : radici di ( ) 0=sDX

Zeri : radici di ( ) 0=sNO

mImI
X

X X
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OO
eR

X XOO

O

X
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ProprietàProprietà

I poli della funzione di trasferimento sono tutti autovalori.

Il numero di zeri è inferiore, al più uguale, al numero di poli.Il numero di zeri è inferiore, al più uguale, al numero di poli.

Se il numero di zeri è strettamente inferiore al numero di poli, il
i t LTI i di t tt t isistema LTI si dice strettamente proprio.

Altrimenti, si dice proprio.              , p p
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4. 4. FunzioneFunzione didi trasferimentotrasferimento : : parametrizzazioniparametrizzazioni

( ) 01 β+β++β
=

sssG
m

m L
parametri: αβ11 ( )

01 α+α++α
=

ss
sG n

n L
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m

parametri: ii αβ ,1.1.

( ) ( )( ) ( )
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−
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i
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m
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zszszssG 121 ρρ L2.2. ( ) ( )( ) ( ) ( )∏
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−−−− n

i
i

n pspspsps
1

21 L

parametri: costante di trasferimento
zeri polizi

ρ
pi
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( )

( )∏
∏ +

μ
= i

i

g

sT
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1
parametri: μ guadagno della FdT3.3. ( ) ( )∏ τ+

i
i

g ss 1
iiT τ

μ
,

g
costanti di tempo

tipo
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Osservazione Osservazione –– Relazione tra la 2 e la 3 Relazione tra la 2 e la 3 
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EsempioEsempio
2 ⎧ βββ 53550

è nella forma 1( )
2110
50355

2

2

++
++

=
ss
sssG

⎩
⎨
⎧

=α=α=α
=β=β=β

1,10,21
5,35,50

210

210

Calcolando poli e zeri è possibile metterla nella forma 2

( )( )2 ⎪
⎧ = 5ρ

( ) ( )( )
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⎨
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ρ

( )( ) ⎪⎩ −=−= 7,3 21 pp
Raccogliendo zi e pi si può passare alla forma 3
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⎠
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F. Previdi - Automatica - Lez.6 15

,
7

,
3

,
5

,
2

,
21 2121μ g



5. 5. GuadagnoGuadagno staticostatico e e guadagnoguadagno didi unauna
f if i didi t f i tt f i tfunzionefunzione didi trasferimentotrasferimento

C’è una relazione tra guadagno della funzione di

0=gSe

trasferimento e guadagno statico?

il guadagno statico del sistema è uguale al 
guadagno della funzione di trasferimento

0=gSe

( )0Gμ =guadagno della funzione di trasferimento.

0≠gSe 0≠gSe

( )Ggli
il guadagno della funzione di trasferimento si
calcola così:

Si dice guadagno “generalizzato” della funzione di trasferimento e

( )sGsg

s 0
lim
→

=μcalcola così:

Si dice  guadagno generalizzato della funzione di trasferimento e 
non ha alcuna relazione con il guadagno statico del sistema.
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OsservazioneOsservazione

0=g
( )0Gμ =

Perché nel caso            il guadagno statico può essere calcolato 
come ?( )0Gμcome                  ? 

( ) ( )
Il sistema è descritto dall’equazione differenziale

( ) ( )∑∑
==

=
m

i
i

i

i

n

i
i

i

i dt
tud

dt
tyd

11

βα 1=nα

che nel dominio delle trasformate diventa

( ) ( )∑∑ =
m

i
n

i sUssYs βα 1=α( ) ( )∑∑
==

=
i

i
i

i sUssYs
10

βα

Per il calcolo dell’equilibrio si annullano le derivate di ingresso ed

1nα

Per il calcolo dell equilibrio si annullano le derivate di ingresso ed 
uscita. Ciò equivale a porre         nel dominio delle trasformate. 0=s
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EsempioEsempio
Si tSi t 11Sistema Sistema 11

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tututytyty 8215 +=++ &&&&

( ) utu = uy 821 =
21
8

==
u
yμ

guadagno guadagno statico del sistemastatico del sistema

1
Si calcoli la funzione di trasferimento del sistema

( ) 8
2

+
=

ssG
forma 3 ( ) 15

8
11

21
8 s

sG
+

=
g=0

( )
2152 ++ ss

( )
2

21
1

21
5121 ss ++

μμ
guadagno della guadagno della 
funzione di trasferimentofunzione di trasferimento
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Sistema 2Sistema 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )tututytyty &&&&&& 3244014 +=++

( ) utu = 040 =y 0==
yμ

guadagno guadagno statico del sistemastatico del sistema

( ) utu = 040 =y 0==
u

μ

⎟
⎞

⎜
⎛ + ss 114

Si calcoli la funzione di trasferimento del sistema g<0

⎟
⎞

⎜
⎛
⎟
⎞

⎜
⎛

⎟
⎠

⎜
⎝
+ ss

1111

8
1

5( )
4014

324
2

2

++
+

=
ss

sssG
forma 2 ( )

( )( )104
84
++
+
ss

ss forma 3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ss

10
1

4
10ss ( )( )

μ guadagno guadagno (generalizzato)(generalizzato)
della della ( ) 4lim ==μ sGs gInfatti:
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Sistema 3Sistema 3

( ) ( ) ( ) ( )tututyty 3244 +=+ &&&&

( ) utu = u320 = μ∃0≠uPer
Il guadagno statico del Il guadagno statico del 

( ) utu = u320 = μ ∃0≠uPer

sistema non è definitosistema non è definito

Si calcoli la funzione di trasferimento del sistema
⎞⎛ 1

( ) ssG
4
324

2
+

=
forma 2 ( )

( )4
84

+
+s

⎞⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + s

1
8
118forma 3

g>0
ss 42 + ( )4+ss

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ss

4
11

μ
( ) 8lim ==μ sGsg

Infatti:

guadagno guadagno (generalizzato)(generalizzato)
della della 
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EsempioEsempio 11

FdT del circuito RC( ) RCsG ==
1

1

1

FdT del circuito RC( )
sRC

RC
s ++ 11

Poli: 
RC

s 1
−= Costante di tempo del polo: RC=τ

Zeri:  no 

TiTipo: 0=g

Guadagno: ( ) 10 == GμGuadagno: ( ) 10Gμ
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EsempioEsempio 22

FdT del serbatoio( ) AkA
k

k
A
k

sG ===
1( )

k
AskAs

A
ks +++ 1

Poli: 
A
ks −= Costante di tempo del polo: 

k
A

=τ

Zeri:  no 

TiTipo: 0=g

Guadagno: ( ) 10 == GμGuadagno: ( ) 10Gμ
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EsempioEsempio 33

FdT del forno( ) C
k

kCk
CsG =

+
==

1
1

1

k
CsksC

C
ks +++ 1

Poli: 
C
ks −= Costante di tempo del polo: 

k
C

=τ

Zeri:  no 

TiTipo: 0=g

Guadagno: ( )G 10 ==μGuadagno: ( )
k

G 0μ
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EsempioEsempio 44

FdT del circuito RLC( )
LCRCR

LCsG 21
1

1

1

==( )
LCssRC

LC
s

L
Rs

2
2 11 ++++

I li

Poli: 
CR
L

L
R

L
Rs 22,1

41
22

−±−=

I poli sono
complessi coniugati se: 042 <− LCR
I poli sono immaginari se: 0=RCRLL 22

Zeri:  no 
I poli sono immaginari se:
e valgono

0=R

LC
js 1

2,1 ±=

Tipo: 0=g

( )

LC

Guadagno: ( ) 10 == Gμ
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EsempioEsempio 55

FdT del sistema massa molla
smorzatore

( )
22

11

Mh
k

kh
MsG ==

smorzatore22 1 s
k
Ms

k
h

M
ks

M
hs ++++

Poli: 221
41

22 h
kMhhs −±−=

I poli sono
complessi coniugati se: 042 <− kMh

22,1 22 hMM

Zeri:  no 
I poli sono immaginari se:
e valgono

0=h

M
kjs ±=21

Tipo: 0=g
M

j2,1

Guadagno: ( )
k

G 10 ==μ
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