ezione 6.
Funzione di trasferimento
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Schema della lezione

SRl < A

Definizione (operativa)

Interpretazione della funzione di trasferimento
Funzione di trasferimento: poli e zeri
Funzione di trasferimento: parametrizzazioni

Guadagno statico e guadagno di una funzione di
trasferimento
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1. Definizione (operativa)

d'y(t) &, d'u(t)
o) o) ;&i dr’ _,Z_l:ﬁ" e
— S — . condizioni
Yo = Vo= = Vo100~ - .. .
Iniziali nulle

Sistema LTI SISO

Si effettui la trasformata di Laplace di entrambi | membri dell’equazione
Zas Y Z,BS U
(S +...+a,s +051S+050) ( ) (,b’ s" ...+ B8’ +,81S+,BO)U()

Si definisce funzione di trasferimento il rapporto tra le trasformate
di Laplace dell’uscita e dell’ingresso (con condizioni iniziali nulle).

Gls)= Y(s) :[,Bmsm tot Bos°+ s+ ,BO]

Uls) | 8" +..+a,s” +as+a,

dacui Y(s)=G(s)U(s)

Funzione di trasferimento
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2. Interpretazione della funzione di trasferimento

Si consideri un sistema con funzione di trasferimento G(s)

L

Siano u(z) = imp(¢) >U(s)=1
condizioni niziali nulle

La funzione di trasferimento e la trasformata di
Laplace della risposta all’impulso del sistema
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Esempio 1

RC RC
1 1

Y(s)t——v(s)= —U

> (S)+RC (5) RC

RC RC
L

Y(S)z RCl U(S)
S+——
RC

4 1 )
G(S) = RCl
S+——
RC
- J
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Esempio 2

y’(f)+§y(t)= %u(t) Equazione del serbatoio

A
k 4 ko
Y(s)=—4-U(s) G(s)=—4
i S+ —
4 A
- Y,
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Esempio 3

1)+ % y(t)= %u(t) Equazione del forno

C
1 1
Y(s) Ck Uls) Gls)= Ck
S+ — 4+
C C
- /
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Esempio 4

R

. N 1 | o
§e)+ 7 30)+ ~=30)=—-ult)  Equazione del circuito RLC

L LC LC
. 4 . I
r(s)=—LC—uls)  |Gl)=—5S
2 R 1 ST+ —85+—
L LC \ j
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Esempio 5

—U(S)
4 1
G(S)z : }jzw A
S +—85+—
M M
\
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Proprieta

G(s) & sempre _ N(s)
(S) razionale G(S)

D(s)=s"+..+a,s* +as+a, =p(s)

e il polinomio caratteristico gz)(s) dell’equazione omogenea.
Le radici dell’equazione caratteristica@(s)= 0 sono gli
autovalorl.

N(s) & un polinomio in s di grado m <n
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3. Funzione di trasferimento : poli e zerli

O Zeri : radici di N(s)
X Poli : radici di D(s)

0
0

)
A=)
]
X
O !
X o
Ci) :
I

)
X

Re

F. Previdi - Automatica - Lez.6
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Proprieta

| poli della funzione di trasferimento sono tutti autovalori.

Il numero di zeri e inferiore, al piu uguale, al numero di poli.

Se il numero di zeri e strettamente inferiore al numero di poli, il
sistema LTI si dice strettamente proprio.

Altrimenti, si dice proprio.
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4. Funzione di trasferimento : parametrizzazioni

1.(K$%:Bm§”+~-+ﬁﬁw1%

- parametri: [3,,
o, s" +- 40 + 0

e=ak =z ) (s—p,) H (s—p,)

parametri: P costante di trasferimento
z; zeri  p; poli

[T@+s7)
3 G(S): Si li[(l+srl.) parametri: p guadagno della FdT

T’ ,t, costanti di tempo

g tipo
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Osservazione — Relazione trala2ela 3

/S j
_ Z,| ——
G(s)= H(S Zl)= P H \4 )
PTIG-p) s (s
I | le _1j
i \pi
ATICATI | e
_ ) i \ i H
5% \ H(_pi)l‘l_[(l—s] s¢ (1+SZ'Z)
\\l~—\-‘/ l pl l
X v dove—Z%zT —pii:r

F. Previdi - Automatica - Lez.6 14



Esempio
5s° + 355 +50

Gls)==
s +10s+21
Calcolando poli e zeri e possibile metterla nella forma 2

Bo =90,B; =35B, =5

e nella forma 1 {

°+3 0 2 £=5
G(s)= 5S2 +395+90 _ 5((S +3)z(s -I—75)) lz,=-2,z,=-5
s +10s+21 S+3)\s+ =3,y =T

Raccogliendo z; e p; si puo passare alla forma 3

(o) S+ 2As+5) 554 341 g+1] : < IEN (N
(s+3)s+7) 3.7(\és+1)(\;s+1j [1+113Sj(1+;sj

50 1 1 1 1
:—,T :—’T :—,’[ :—”[ :—’ :O
KU 21Ty T Ty e Ty g
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5. Guadagno statico e guadagno di una
funzione di trasferimento

C’e una relazione tra guadagno della funzione di
trasferimento e guadagno statico?

Se g=0
Il guadagno statico del sistema e uguale al B G(O)
guadagno della funzione di trasferimento. "=

" Se g#0
Il guadagno della funzione di trasferimento si
calcola cosi: 11 = Iimng(s)

Si dice guadaano npnpralwmm” della funzione di trasferimento

ce guadagt zzato
non ha alcuna relazione con il guadagno statico del sistema.

—
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Osservazione

Perché nel caso g =0 il guadagno statico puo essere calcolato
come u = G(0) ?

|l sistema e descritto dall’equazione differenziale

< diy(t)_ myd'ult) B
,Z_lla" dt’ _;ﬂi a

che nel dominio delle trasformate diventa

m

> as¥(s)= 3 AsU(s) a1

i=1

Per il calcolo dell’equilibrio si annullano le derivate di ingresso ed
uscita. Cio equivale a porres = 0 nel dominio delle trasformate.
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Esempio
Sistema 1

$(¢)+53(t)+21y(¢) = 0i(t) + 8Bulz)

ult)=u > 21y =8u ::>y=§=%

guadagno statico del sistema

Si calcoli la funzione di trasferimento del sistema .
1A 1+=s |9=0

¢+ 8 forma 3 8
G(s)= G(s)=l—1—_8
s) s° +55+21 > () \21/’1+£S+is
= 21 21

2

guadagno della
funzione di trasferimento
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Sistema 2
$(¢)+145(t)+ 40y(¢) = 4ii(¢) + 32u(z)

u(t)=u > 40y=0 :>,u:i:;:0

guadagno statico del sistema

Si calcoli la funzione di trasferimento del sistema n B g<0
( ) As? +32¢ Torma?2 4S(S+8) forma 3 /'\5)5(1+8SJ
Gls )=
2
5% +14s +40 (s +4)s+10) (1+1Sj(1+110 Sj

LL guadagno (generalizzato)

_ _ 4 della
. _ g —
Infattl: p = LLWOIS Gls)= 5 funzione di trasferimento
F

Previdi - Automatica - Lez.6 19



Sistema 3
$(¢)+47(¢) = 4a(e)+ 32ulz)

u(t)=w 0> 0=321 [ > Peru+0 ;(ﬂ

Il guadagno statico del
sistema non e definito

Si calcoli la funzione di trasferimento del sistema

I§E1 1)
+—s
G(S):4S+32 forma 2 4(S-|—8) forma 3 \ g <

g>0
2
s°+4s S(S+4) S(l+1s
4 )
L guadagno (generalizzato)
i uw=Ilims*Gl(s)=8 della
Infatti: B = 00 ( ) funzione di trasferimento
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Esempio 1

1
1 . o
G(s)= Sfi =T .c FdT delcircuito RC
RC

Poli: s = —R—lc Costante di tempo del polo: z=RC
Zeri: no

Tipo: g=0

Guadagno: u=G(0)=1

F. Previdi - Automatica - Lez.6
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Esempio 2

k
G(s)=—4 == k. FAT del serbatoio
g+ AS+k 1_|_ “1
Poli: s=—-— Costante di tempo del polo: 7==—
Zerl: no
Tipo: g=0

Guadagno: u=G(0)=1

F. Previdi - Automatica - Lez.6
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Esempio 3

1 1

< . =
G(s)=—C = =k FdT del forno

S+ﬁ sC+k 1+Sg
C

Poli: s= - Costante di tempo del polo: 7= -
Zerl: no
Tipo: g=0

Guadagno: = G(0) =

1
k

F. Previdi - Automatica - Lez.6
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Esempio 4

1
Ic 1 .
G(s)= = FdT del circuito RLC
s) 2 R 1 14sRC+SLC
LC
| poli sono

polic s. . = — R R \/1_ 4L complessi coniugati se: R°C —4L<0

2L 2L R*C | poli sono immaginari se: R =0

[ e valgono 11
Zerl: no S10 =X ]| 7

LC

Tipo: g=0

Guadagno: z=G(0)=1

F. Previdi - Automatica - Lez.6
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Esempio 5

1 1
G(s) = M _ k FdT del sistema massa molla
2 bk ko M, smorzatore
M M k
| poli sono
Polit s, . = — h  h 1—4kM complessi coniugati se: 4 —4kM <0
e 2M  2M h* 1 poli sono immaginari se: 4 =0
i e valgono |k
Zerl: no 5, =t k.
M
Tipo: g=0
1
Guadagno: u=G(0)= -
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